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1. Ismétlés - megoldasok

1.1. Miiveletek racionalis szamokkal

1. a) —§<—l<—0,1<0<§<0,75<z<§<1,3;
5 5 11 8 7

2

b) —5° < (—1)3 <2 <3 <|-11|<(-4)".

203 D)2 ) s DL o) DL @3 bl ) ) =
S O (PO S £
s 19 649 B 407 5 g ) s 37_] 75
k) ——.
) 90
1 1 3 21
3.a) - b) —: o) —; d) ——.
D500 D700 9200 Y 100

Novekvo sorrendben: d), a), ¢), b).

2 81 5 3
4. —_— _ —_ . P
-5 b) 0 Do)

5.a) 1000-15-3-15+3-15=15000;

34:5:914_3.4:53.3.2.7

7-12-15-6  7-3-4-3-5-2-3

¢) (1499)+(3+97)+...+(49+51) =25-100 = 2500;
123 2006 1

d === e
2734772007 2007

345 2008 _2008
234772007 2

()

1.2. A szazalékszamitasrol

b)

=1004;

{ 11 j__ 12006
2006 2007) 2007 2007

6. a) A bal oldali kifejezés 3_16 -dal;

b) a bal oldali kifejezés % -del;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

c) a bal oldali kifejezés % -del;

7
; i kifejezés — -dal.
d) a jobb oldali kifejezés 100

. a) A bal oldali kifejezés a nagyobb;

b) a bal oldali kifejezés a nagyobb;
c) a jobb oldali kifejezés a nagyobb.

.a)86400; b)7,5; c¢)2000; d)87,5 e)100; f)0,25; g)230;

. 11,9 km van még hatra.

8 db ruhat tudna késziteni. 756,25 m” anyag kellene.
1 km hosszt sor alakul ki.

2893 szamjegyet kellett leirni. 300-szor fordul el6 az 5-0s.

10
a) el km-t. b)5,7%-a.

a) 40%, illetve 150%;
b) 30%, illetve 100%;
c) 25%;

d) 240%, illetve 0,2%;
e) 250%, illetve 125%.

1560 Ft-ért.
a) 250%-a. b) Annanak 100, Beanak 250 forintja van.

75 000 Ft. b) 187,5%-a.

h) 6.

60 dkg rizs, 7,5 dl viz, 1,5 1 tej, 15 evokanal cukor, 9 tojas, 9 dkg margarin és

masfél citrom héja.
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19

20.

21.

22.

23.

24.

25.

. A szorzat értéke 0.

A jatek 2304 forintba keriil. Az 0j ar 72%-a az eredeti arnak.

A felét.
a) kozelitdleg 66,67%-a. b) 200 g.

A gyermek tomege 18,26-szorosara nott.

2 3
a)5. b)150%. )5 d)300%. ¢) 4000 Ft

4
26. a) 3 b) 25%. ¢) 1800 Ft-ot takaritunk meg. d) Kozelitéleg 426,67 km.
27. 90 Ft.
28. 2080 db.
29. 2295 Ft.
30. 50%.
31. 48%.
A E
G 0,2x
E 0,8x-§=0,48x 0,8x-%
5 5

x: a tdrgyak szdma

A kabat 5000 forintba keriilt eredetileg. Az 0j ar 92,4%-a az eredeti arnak.



2. Halmazelmélet - megoldasok

2.1. Bevezetés a halmazelméletbe

32.

33.

34.

35.

36.

Halmazt hataroz meg: a), e), ), h), és 1).

a) A = {cs; dz; gy; ly; ny; sz; 1y; zs}

b) B = {kedd; csiitortok; péntek; szombat; vasarnap}
©) C=1{2;3;5,7}

d) D={0;5}

e)E={-2;-1;0;1;2}

0 F=1{1;2;3;4,6; 12}

) G=1{5;7;9,11; 13}

h) H={}

Egy lehetséges megadasi mod:

K = {a pozitiv egész szamok reciprokai}

M = {a 100-nal kisebb, 9-re végz6d6 természetes szamok}

N = {a kétjegyli négyzetszamok }

P = {a 200-nal kisebb, természetes szam kitevdjli 2 hatvanyok}

A=E=G=H=J={2}; D=F=0.

A Venn-diagram az a) esetben az elemek felsorolasaval, a tobbi esetben csak
halmazabrakkal:

b)
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

' B
O

Igaz allitasok: a); b); g); h); 1).

U={10; 11; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20}
a) {11;13;15; 17, 19}; Db) {16}; ¢)<J; d)U; e¢) {12;20}.

a)AcD;BcD;CcD;EcD;EcBésEcA
b)DcCcBcAdéDcCE
¢)Z'cNcZcQcR é Q cR
d)KcHcMés KcLcM

A részhalmazokat novekvd elemszam szerint rendezve:

a) J; {a}

b) G; {a}; {b}; {a; b}

©) G; {x}; ks {zhs sk sz s zhs Iy 2}

Az 4 halmaz minden részhalmaza egyben B-nek is részhalmaza, tehat két kozos
részhalmaza van A-nak és B-nek.

C halmaznak 4 db y-t nem tartalmaz6 részhalmaza van.

Az A= {1;4;9; 16; 25; 36; 49; 64; 81} halmaz részhalmazainak szdma 2° = 512.

A mérdstlyok egy 4 elemii halmazt alkotnak. Annyiféle tomeg mérhetd veliik,

amennyi a halmaz tireshalmaztdl kiilonb6z06 részhalmazainak szama.

a) 15 kiilonb6z6 tdmeg mérhetd.

b) Azok a tomegek nem mérhetdk, amelyeket nem tudunk a halmaz elemeinek 6sz-
szegeként eldallitani. Ezek a4 g,9gésa 14 g.

Ha az iires vajaskenyeret is megengedjiik, akkor 2°, azaz 8-féle lehet3ség van.
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44. A golyokat egy n elemt halmaznak tekintve annyi lehetdség van a hlizasra, amennyi
a halmaz 6sszes részhalmazanak szdma, azaz 2".

45. A 6 elemti halmazbol az 1-et elhagyva egy 5 elemi halmazt kapunk, amely az eredeti
halmaznak részhalmaza. Ennek 32 részhalmaza van, amelyek a 6 elemti halmaznak
is részhalmazai és nem tartalmazzak az 1-et. Mivel dsszesen 64 részhalmaza van az
eredeti halmaznak, igy 64 — 32 = 32 olyan részhalmaza van, amely tartalmazza az
1-et. A kétfajta részhalmazbdl tehat ugyanannyi van.

46. Az el6z6 gondolatmenet alapjan mindkettdbdl 2" db van.

47. A részhalmazok parba allithatok Ggy, hogy minden parban a két részhalmaz met-
szete lres, unidjuk pedig az adott » eleml halmaz. Ha n paratlan, akkor minden
parban az egyik részhalmaz elemszama paros, a masiké pedig paratlan, igy a két-
fajta részhalmazbol ugyanannyi van. Ha n paros, akkor egy elemet elvéve paratlan
elemszamu halmazt kapunk. Ennek a halmaznak az el6zdek szerint ugyanannyi pa-
ros és paratlan elemszamu részhalmaza van, amelyek egyben az eredeti halmaznak
is részhalmazai. Az elvett elemet minden részhalmazhoz hozzavéve megkapjuk az
Osszes hianyzo részhalmazat az eredeti halmaznak. Ezzel az egyesitéssel a paros
elemszamu részhalmazbol paratlan elemszamu lesz, és forditva, paratlanbol paros.
Mivel ezek szama egyenld volt, igy az uj részhalmazok kozott is egyenld szamu
paros ¢és paratlan elemszamu részhalmaz lesz.

48. A miiveletek eredményei a kovetkez6 halmazok:
a) AUB={a;b;d;e; f;g}, AnB={b}, A\B={ae}, B\A={d;f;g},
A= {c;d;f;g}, B= {a;c;e}.
b) AU B = {5-tel, vagy 6-tal oszthat6 természetes szamok}
AN B = {30-cal oszthat6 természetes szamok}
A\ B = {5-tel oszthat6, de 6-tal nem oszthatd természetes szamok}
B\ 4 = {6-tal oszthatd, de 5-tel oszthat6 természetes szamok }
A = {5-tel nem oszthat6 természetes szamok }
B = {6-tal nem oszthat6 természetes szdmok} _ _
) AUB=7Z; AnB={0}; A\B=Z"; B\A=7"; A=7Z; B=1L".
d) AuB=4; AnB=B; A\B={egyenld szar(; de nem szabalyos harom-
szogek}, B\ A=, A4 = {nem egyenld szaru haromszogek } ;

B = {nem szabalyos haromszogek}

¢) AUB=R; AnB=0; A\B=Q; B\A=Q"; 4=Q; B=Q.
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49.a) AUB ={1;2;3;5;7;,9}; b) AnB ={3;5};
) AUB =1{1;3;4;5;6;7,8;,9}; d) AUB ={2;3;4;5;6;8);
¢) ANB ={1;7;9}; f) ANB = {2};
g) AUB = {4;6;8}; h) ANB = {1;2;4;6;7; 8; 9};
i) A\B={2}; j) A\B = {4;6; 8}.
50. a) b)

51. Egy-egy lehetséges miiveletsor:

a) B\ 4; b)(AUC)NB;
)(ANB)u(ANC)U(BNC); d)(4nB)UC;
e)(ANC)\B; ) (AUC)\(ANC);
g 4; h) BUC.
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52.4={5;10;15;20}, B={1;3,5;7;9}, C=1{2;3;5;7;11;13;17; 19},
a) ANBNC ={5}; b) (AUB)NC ={3;5;7}; ¢)B\A={1;3;7;9};
d) (BmC)\(Ar\B) ={3;7}; e) (A\C)U(B\C) = {1;9; 10; 15; 20}.

53. 4= {1;4;9;16; 25}, B={10;12;14;16; 18;20}, C={3;6;9},
a) ANBNC =; b) (AuB)mC ={9};
c) B\A={10; 12; 14; 18; 20};
d) A\(BUC) ={1;4;25}; e) (AUC)N(BUC) =1{3;6;9; 16}.

54. H =1{3;5;7,9}, H,=1{3;5;6,7,8;9}, H,={3;5;7,9}, H,={1;3;5;6;7;9},
H,={2;4} igy H = H,.

55.
u
a) C\(4UB) = {s}; b) (CNB)\4 =,
¢) (B\A)UC = {a;d; d; s;r;my};  d) C\B = {v};
e) AUB = {r;ny;s;v; a; d}; f) CUB = {v}.

56. a) AUB=B; b)AnB=A; ¢)A\B=0; d)AnB=B\A4;
) ANB=0; f)A\B=4; g) A\B=U.
Egyenlok: ¢) =e) és b) = 1)

57. Barmely ilyen halmaz esetén igaz: b) 4B =4 ésd) B\4=0.

58. A keresett ponthalmazok sik, illetve tér esetén...
a) P kdzéppontt 4 cm sugaru korvonal, illetve gombfeliilet.
b) P kozéppontl 4 cm sugart zart korlap, illetve gdmb.
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59. A keresett ponthalmaz a), b) és c) esetben egy-egy 4, illetve B kdzéppontu adott
sugart korvonal metszéspontja. A korok metszéspontjainak szama
a)2; b)1; ¢)0; d)AzAB szakasz felezémer6legese.

60. A keresett ponthalmaz az abran besatirozott nyitott
(a hatarol6 vonalak nélkiili) korszelet.

61. Az e egyenestdl adott tdvolsagra 1évé pontok A ‘
halmaza két az egyenessel parhuzamos egyenes.
a) Az A halmaz két parhuzamos egyenes.

b) A B halmaz az eldz6 két egyenes és a kozottiik
1év0 része a siknak.

¢) A C halmaz az e egyenessel parhuzamos két- e
két egyenes b és c, illetve b’ és ¢’ kozti része a
siknak a hatarol6 egyenesek nélkiil (az abran - T T T T T T °
beszinezett rész). e

62. a) Az A halmaz a b és ¢ egyenesek és a k kor
koz6s pontjai: F, G, H, 1. | ]

w
AN,

b) Az A halmaz elemszama a Q pont és az e egyenes tavolsagatol fligg. Ha
d(Q, e) <2 cm, akkor 4, ha d(Q, ¢) =2 cm, akkor 3, ha 2 cm <d(Q, ¢) <8 cm,
akkor 2, ha d(Q, e) = 8 cm, akkor 1, és végiil ha d(Q, e) > 8 cm, akkor 0 elemii
az A4 halmaz.

63. A keresett ponthalmaz:
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64. A keresett ponthalmaz az abran a sik kiszinezett
része, beleértve a hatarold szakaszokat.

65. A keresett ponthalmaz...
a) a szOg csucsabol induld szoget felezd félegye- A B
nes;
b) az egyik szartol 2 cm, a masiktol 3 cm tavolsag-
ra halad6 egyenesek metszéspontja a szogtarto-
manyban.
c¢) Vegyiink fel a szog két szaran egy-egy pontot a
csucstdl egyenld tavolsagra! A két pontot dssze-
kotd szakaszt harmadoljuk (G, H pont)! A szog
cstcsabdl induld G-re és H-ra illeszkedd egy-
egy félegyenes (g, 4) pontjai lesznek a keresett Ip \y

p ontok. N\

66. Ha e és f'parhuzamos, akkor a keresett pontok f g
halmaza a két egyenes kozott halado kdzépparhu-
zamos.

Ha e és f'metszi egymast, akkor a metszéspontnal h
keletkezett szogek szogfelezoi (g, 7).

67.a) KuSZ = {a,k” korvonal vagy az ,,e” szel6 egyenesének pontjai};
b) KN SZ = {akorvonal és a szeld metszéspontjai};
c) LnSZ = {aszeldnek a korbe esd szakasza (hur)};
d) L\K = {akorlap bels6 pontjai (nyitott korlap)};
e) K\L =,
f) L\SZ = {a korlapnak a hirtol kiillonb6z6 pontjai};
g) SZ\ L = {aszelének a koron kiviili két nyitott félegyenese};
h) (L\K)NSZ = {a szelének a korbe es6 hurja a két végpont nélkiil}.

68. a) P\R = {azok a paralelogrammak, amelyeknek két kiillonb6z6 hosszusagu oldala
van}; b)MNT=N; ¢)TRUP=TR; J)RNT=N,; e)PNnD=R,;
HN\R=C; ggMnP=R;, hyRuD=D.
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

A=1-2:4; B=]0;5; C=]-13]; D=[-2:2]

13 3
a) }Z;E{; b) [-2-1[; ©) [-27 d)[-4-3.5 e }l; ﬂ; f) [-3;-2];

g {rh b {} 1816
a) hamis; b) igaz; c) hamis; d) igaz; e) hamis; f) hamis; g) igaz.

a) igaz; b) hamis; c¢) igaz; d) hamis; ¢) hamis; f) hamis; g) hamis; h) hamis; 1) igaz;
j) hamis; k) igaz; 1) igaz; m) igaz.

AxAz{(a;a);(a;b); a;c), b,a),i b ) (b c) (c a)i(c:b)i(c; )}

a) [AxB|=12, |AxA|=16.
b) A két ponthalmaz ¢-re vonatkozo tiikorképe egymasnak.
I}
AxB j t
4 -3 |2 1 2 |3 |4 j(
| |Bia

c)12+16-1=27.

a) AAB=AUB=7";

b) AAC = {a 3-mal nem oszthaté paros vagy a 3-mal oszthatd paratlan pozitiv sza-
mok};

¢) BAC = {a 3-mal nem oszthat6 paratlan vagy a 3-mal oszthatd paros pozitiv sza-

mok}.
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

|AAB|=|(4\B)U(B\ 4) =|4\B|+|B\ 4|=|4~|4A~ B|+|B|-|4n B| =
=|4|+|B|-2|4nB|.

a)A=1{a; b;c;d,f} és B={a; b; c; e};
b)A={a;b;d;f, g h} és B={c; e; f; g}.

a) A = {10; 20; 40}, B = {40} és C = {20; 30; 40; 50};
b)A={1;2;3;8,9;10}, B=1{2;4; 8; 10} és C= {5, 6, 7, 8; 10};
c)A=1{2;4;6;8}, B={6;12; 18} és C = {8; 18; 28; 38}.

A={12;15;18; 21;...; 96; 99} és B = {10; 11; 12; 13;...; 20},
gypﬂ:%?—3:30JBL:HJAFMﬂ:3JALMﬂ:3O+11—3:3&

A =1{1;3;5;7;9;11} és B = {3;6;9}
a) igaz; b) hamis; c) hamis; d) igaz; e) igaz.

Az A, B és C halmazok elemszamat 6sszeadva a kettés metszetekben 1évo elemek
szamat kétszer szamoljuk, ezért egyszer ki kell ezeket vonni. igy azonban a har-
mas metszetben 1év elemeket 3-szor megszamoltuk és 3-szor ki is vontuk, azaz a
harmas metszet elemszamat egyszer hozza kell adni, hogy megkapjuk a 3 halmaz
egyesitésének szdmossagat.

A szita formula 4 halmazra:
|AUBUCUD|=|d|+|B|+|C|+|D|~|4~ B|-|4~C| |4~ D|~|B A C|-
—|BAD|-|CAD|+|AnBNC|+|ANBAD|+|ANCND|+|BNCAD|-
-|[4AnBNCAD|.

a) |[ANB|=6-4=2, igy |[AUB|=8+6-2=12;

b) |[A\B|=|d|-|AnB|=7-3=4 ¢&s |B|=11, igy [B\ 4|=8;

o) |4 =15, |B|=13 és|4nB|=2, igy |AUB|=13+15-2=26;
d) [ANB|<7, ezért 10<[4UB|<17, 0<|4\B|<7 és 3<[B\ 4|<10.

|4uBUC|=|4|+|B|+|C|-|4n B|-|ANC|-|BNC|+|AnBNC| szita formula
alapjan a legnagyobb értéket akkor kapjuk, ha a harom halmaz paronkénti metsze-
tébe a lehetd legkevesebb elem kertil, azaz
[(4nB)\C|=|(4nC)\B|=|(BNC)\ 4]=0.
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84.

8s.

86.

87.

88.

Ekkor |[4UBUC| = 16. A legkisebb értéket akkor kapjuk, ha a harom hal-
maz paronkénti metszetébe a lehetd legtobb elem keriil. Ez gy érhetd el, ha
[(AnB)\C|=0; [(ANC)\B|=2; |(BNC)\4|=4.

Ekkor |[4UBUC| = 10.

a) igaz; b) igaz; ¢) hamis; d) hamis; e) hamis; f) igaz; g) hamis; h) igaz; 1) igaz;
j) hamis.

Legyen U =R!

a) Z7,Q", Q%

b) {pozitiv, paros szamok}; {pozitiv; 3-mal oszthatd szamok}; {pozitiv; 6-tal
oszthat6 szamok};

c) [E;l},[l;é} és N.
4 4

a) pl.o v p}; s 2} € i 2
b) pl.: egy haromszdg alapu hasab 3 oldallapjanak sikja.

Véges halmaz: {paros primszamok}, elemszama 1; {a x tizedes tort alakjanak
szamjegyei}, elemszama 10.

Megszamlalhatéan végtelen halmazok: {k2 |k Z}; {paros természetes szi-
mok}; Q.

Nem megszamlalhaté halmazok: {valos szdmparok}; [2;4]; {egy r sugaru kor-
vonal pontjai}.

Két halmaz szamossaga egyenld, ha kozottiik kolesondsen egyértelmil fiiggvény
(bijekcio) adhatdo meg. Adjunk meg egy lehetséges hozzarendelést!

a) f:B—)A;leO(g—lj+3

0,ha x=1

b) g Z" = Z; g(x) = %,ha x = 2k, ahol k e Z".

—x—_l,hax:2k+l
2

c) h:[O;g}%[O;l];xHSinx
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89. Vegyiik fel a két szakaszt egymassal parhuzamosan! Legyen a szakaszok egy-
egy végpontjat 6sszekotd két egyenes metszéspontja O! Az O kdzéppontu veti-
tés az egyik szakasz pontjait a masikba viszi at. Ez a transzformacio kolesono-
sen egyértelmd.

90. Jelolje x a tarsasag létszamat, SZ a sz6kék, K pedig a kék szemiiek halmazat!
2
[57]=0,45x és |K|=0.6x, igy [K N SZ|=7-0,6x=0,4x.

KnSZ
a) A szokéknek Q = % része kék szemd.

[s2]
x-|KUSZ| _x-0,65x

X

b) A tarsasag =0,35 része, azaz 35%-a se nem sz0-

ke, se nem kék szemf.

91. Legyen A: = {a 3-mal oszthato, 3-jegyli, pozitiv egész szamok};

B: = {a 4-gyel oszthatd, 3-jegyl, pozitiv egész szamok};

C: = {az 5-tel oszthato, 3-jegyli, pozitiv egész szamok}!

a) ANBNC = {a60-nal oszthatd, 3-jegyii, pozitiv egészek}, ezért
|AnBANC|=15 db ilyen szdm van.

b) Felhasznalva, hogy|A| =300, B| =225¢s |C| =180, valamint |A N B| =75,
|Am C| =60 és |B N C| =45, a szita formula alapjan:
|AuBuC| =300+225+180—-75-60—-45+15=540 db ilyen szam van.

c) AuBUC a900 db 3-jegyli szambol el kell venni a fenti 540 db szamot,
azaz 360 db.

d) [(4uB)\C|=|4uBUC|-|C| =360 db.

e) [(AnC)\B|=|4NC|-|[4nBNC|=45 db.

f) [AnB|+|4NC|+|BNC|-3-]AnBNC|=135 db.

92. Jelolje x az osztalylétszamot, H a hideg reggelit, M a meleg reggelit kérdk hal-
mazat!

=%, [M|=3x 65|t A M|=7,
A szita formulat alkalmazva: x —2 = §+§x -17.

Az egyenlet megoldasa x =30, azaz 30 f6s az osztaly.
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93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

Jelolje A az angol, N a német €s F' a fran-
cia nyelvvizsgaval rendelkez6k halma-
zat! A feladat szovege alapjan a Venn-
diagramban meghatarozhaté az egyes
halmazrészekbe tartoz6 didkok szama:
U= O = {az osztaly tanul6i}

a) Pontosan egy nyelvvizsgaja 10+4+2 =16 tanuldnak van.

b) 28— (10 +44+24+2+4+ 3) =3 tanuldonak nincs nyelvvizsgaja az osztalyban.
A megoldas menete hasonl6 a 93. feladatéhoz. Az osztalylétszam 25 6.

A megoldas menete hasonlo a 93. feladatéhoz. Abaligeten 19, Budapesten 18, a
Cserhatban pedig 18 diak vett részt a kirandulason.

A megoldas menete hasonl6 a 93. feladatéhoz. A csapat 1étszama 20 f0.

Ha x-szel jeldljiik a mindkét turan résztvevok szdmat, akkor az osztalylétszam
(11413 —x)+ x = 24, azaz valoban paros szam.

Ha a két tagozatra ugyanannyian jelentkeztek volna, — jeldlje a szdmukat x —,
akkor a jelentkez6k szama 2x —29, ami paratlan szam, tehat nem lehet egyenld
76-tal.

a) A 3-féle forma mindegyike lehet 4-féle szinii, ami 12 kiilonb6z6 figurat jelent,
de ezek mindegyike lehet alacsony vagy magas, igy 24 kiilonbdz6é babu van a
jatékban.

b) |P|:3-2:6,

|P\M|=3,

KnP|=2, [KUP|=|K|+|P|-|[KNP|=4-2+6-2=12,

EnM|:2-4=8,

KuM|=|§mM|=2-4:8 és
|KumM|:24—1:23.



3. Algebra - megoldasok
3.1. Hatvanyozas egész kitevével

100. a)4;9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100; 121; 144; 169;
b) 8; 27; 64; 125; 16; 81; 625;

4 1
c¢) 1; 100000; 64; 1; —3; 32; nincs értelmezve; —; —; 1; 0; 1;

"49° 47
oL L L mene 40095 s
)3’125’16’1000’ o nincs értelmezve; 49; 25,7525 77 645 4.
2 3
101. l;LS; I a_z;g; 1 b—3, ahol a,b,c,x, y#0.
X a b° a c

9 25
102. 2) 1024:100=102400; b) —: ¢) == d) (32-25)" =343,

103. 2) 2-64=128; b)32; c) 9-3=6; d)26; e) 2-y"; f)25;
g) 2:2°=2"=128.

104 )1+2 > b)1 ) 1 d) L aholx20 Yi+a®; f)
.a) — =—; -, C) ——, ——> o € a;
6 2 2 3 1000 x*
b—z,aholb;éO.
105 2, b 3. 3; d)9
. a) 4 2 )16’ C) > ) .

106. a) 169; b) 7% ¢)2°=32; d) 10°=1000; e) 16; f)a"; g)124"; h) (xy).

107. a) 1; b)8; ¢)10% d)27; e) 6° =%; fx% g) 3a*;

b 1 "2 6
h) —=——,ahol 5#0. i)ZC.
) 2 2 )3

20.36.3°6.5°¢

1
108. 2) 7°.7°=7; b)107; ¢) —=; d) 243454 g8 3¢

27

_aprs2o
25
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109. a) 3* =81 b) 10 ¢) 2-2°-5° =10°; d)O0.
110. a) a*; b) b7'% ¢) ¢ d) 1.

2 2 6 4 7 6 2
111. a) x’y% b) a*'b”; ¢) M:x‘z)ﬁ :y_; d) SL;

x6-y3~y6-x2 2 5

3a® bt a et 4 3 2,1, 9. 27 . . .

e) PENSTREERE =3a :;§ f) 6ab™; g)b; h) Ex ;1) a’b;
) b6 aS 24 '34 .a78 .32 .a—6 ’b4 . "
Dx k) ?; 1) b_4; m) a2 g b =2-3"-a";

16

4 42 6 -3

n) 2.3 g’ ¢ = W

112. A 27%.270.2%. 2712021 .2%.27.2!% szorzatban az ellentett kitevoket
parosaval 6sszeadva az eredmény 2° =1.

113. A szorzatban az azonos kitevdjli hatvanyokat dsszeszorozva adodik:
10'-10*-...-10° =10""**** =10*', amely 21 db 0-ra végzddik.

16 56.7%.3°0 20 &3
114.a)%=16; b)W=56'72; )26—53:214, d)1; e)5;
36‘53'212'74'25.35'55
f) 3774 8 3t 28 &8 =54.
4 2 3 3
115. a) 3; b)%:3+5=8; ¢) 5.
2°-(22-2)+32°
116. a) 25 8 s
5-(5-1) 5.2 5

117. Az azonos alapu, illetve az azonos kitevdjii hatvanyok dsszehasonlitasa alapjan,
valamint a hatvanyozas definicidinak segitségével:
a) 2°% egyenldk; 8’;

1 1 b
>—, azaz 1373 307} l ;

D37 s

s\ (29Y
c)egyenldk; |=| ; |—1|;
) eey (7] (wj
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d) egyenlék; 5°'° > 5% azaz 125,

e) 2°-(1+2)<2%-2°, azaz 2% 3’;

p Lol 1+5 2 3 10-3
57 5 5° 52 5 53

2 9*=3" < 244627 =2".(246)=2".2"=2" = 4%,

5 2 52429 28 1 8 2.3-83 30

X e 273 2.3 & 273 2.3 2.3

B

h)

-2
1) 47"+ 2 = 1 + 2 = é, azaz egyenlok;
3 4 2

4
J) 612 :212.312 :34_(212.38)>128 :216.38 :24.(212 _38);
B (22+27) =(2:27) =2 >4l = (22)7 = 2%

118. a) 5,2-10%; 1,01-10%; 9.10°; 4,13-10%
b) 6,2-107'; 3-107; 5,05-102; 4102

119. 32100; 502,1; 0,2; 0,00314.

120. a) 56-10° =5,6-10°;  7,6-10%

5
b) 3-107%; 2110 =7-10%
3-1

0t

€)16-10°=1,6-10";  2,7-107;
d)5,3:10%  12:10*+8-10*=20-10"*=2-10";
3,1:10° +0,4-10° -1,5-10° _2-10°

-~ —=10".
2-10 2-10

e)
f) 3.

121. a) A 70 év kozelitdleg 70-365 = 25550 nap, ezalatt 25550-2-10* =5,11-10° liter
levegét 1élegez be egy ember.
b) Mivel 1liter =1dm’® =107 m® és a levegdoszlop térfogata V = A-h, ezért az
5,11-10° liter térfogatu 1égoszlop magasséga:
511-10° m’

2

=511-10° m=511km.
Im
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149,6-10° km
3.10° K

S km

b) A Hold-Foéld tavolsag: 1,28 s - 3 - 10° o - 3,84 - 10° km.

122. a) ~ 499 s = 8,3 perc.

123. a) 4,24 év.
b) 1év =365-24-60-60s=3,1536-10" s, igy

1 fényév =3,1536-10" s-3-10° km _ 9,46-10" km, tehat a legkdzelebbi csillag
s

4,24-9,46-10” km=4,01-10" km = 4,01-10'° m tavolsagra van tdliink.

8000
© 2.01.10°
ni a Vilagegyetemet.

-10 , 11, r r s
=2-10"" _szeresére, azaz 20-millidrdomod részére kellene csokkente-

124. Az elektronok szdma: =6,25-10" db.

o
,6-107"

125. Az 1 g szénben 1évo elektronok tomege:
6-10”

6-9,1-107" kg =2,73-10" kg =2,73-10" g.

pV _ 10°-10°

- 23
N-k 6~:0 11,3810

126. A gaztorvényt rendezve: T =

~ 48,3 K.

3.2. Betiis kifejezések

127. a) 2k, keZ"; b)2n+l, neN; ¢) 4n, neZ'; d)Tk+5 keN;
e) 10m+2, meN; 1) 10k+m,ahol0<m<9és0<k<9ésmeNés keN;
g) n’, nel'.

1
128. Egynemiiek: 2xy; —xy; 1,5xy, illetve gxzy; 4x*y.
a) 5xy* harmadfoku, az egyiitthatéja 5; b) 2xy masodfoku, az egyiitthatdja 2;

1 1 .
c) gxz y harmadfoku, az egyiitthatdja 3 d) —xy masodfoku, az egyiitthatdja —1;
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e) 1,5xy masodfok, az egyiitthatoja 1,5; f) 4x°y harmadfoku, az egyiitthatdja 4;
g) x*y* negyedfoku; az egyiitthatoja 1.

129. a) 3ab 2-hatarozatlanu, 1-tagl, masodfoku, szorzat;
b) 3a+b 2-hatarozatlanu, 2-tagu, elséfoku, dsszeg;
¢) a’>+2ab+b* 2-hatarozatlanu, 3-tagn, masodfoku, dsszeg;
d) 4x® +3x> +2x+1 1-hatarozatlani, 4-tag, harmadfoku; 6sszeg;
e) (2x+ y)2 2-hatérozatlant, 1-tagli, masodfoku, szorzat;
f) x*y—xy’ 2-hatdrozatlant, 2-tagti, harmadfoku, dsszeg;
g) a~(a—b)2 2-hatarozatlanu, 1-taga, harmadfoku, szorzat.

130. a) harmadfoki: 24’ + 3a° — 4a;
b) 6todfoku: 4x” + 5x* + x* — 2x — 6;
¢) harmadfoku: 114’ + 7a’b — 3ab® + 6ab — b*;

d) kilencedfoku: %dg —c'd' - %czd5 +c

131. Az 6sszegiik harmadfoka: 3@’ + 3a” — 7a + 1; a kiilonbségiik harmadfok:
3d® — a* — a — 1; a szorzatuk 6tédfoku: 64’ — 7a* — 8a® + 134° — 4a.

2
132.2) 7x; 5a’; —xy; 5bz; b) 4,5a-2b; 3x*+7x; c¢) —2a° +2a; xy;
1
d) a’b—ab’; Eabz; €)0; 2y; f) 10a;

g) éxy-i-zyz—éxz; h) 3a*-3; 4ab; i) 6x° —2x.
4 3 2
133. 2k +(2k+2)+(2k +4) =6k +6,k e N.

134. A négyszog harom oldala: x, x+x+y=2x+y é 2x+y—(x—y)=x+2y, igy
anegyedik oldala: 4x+5y—(x+2x+y+x+2y)=2y.

135.a) 10/ +(t+2)=117+2, ahol 1<¢<7, teZ.
b) A felcserélt jegyli szam értéke 10(t + 2) +1¢=11¢+20, igy a két szam Osszege
22t +22.
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136.

137.

138.

139.

a) 4a’; X’y b) 2a’;

c) =3¢ —gxg; d)18d°;

e) —9a’h*; 4xy; f) 124°p*;
g) 7a’b’; x*y*z%; h) 2a°b’c?;

a) 2a-—2b; a+%ab;

b) 5a° —10a; —4b> —12b;

2

o T+ 125-3%
303
3
B 20— a3y
27 120 2 6

e) X’ —x*+x°; 54°b+10a’b—154"b";

f) —3a’h* —2ab’ +ab’c; 20x’y—5x"y* +15xy°;
3
w2t — X y;
g Xy -

h) 8a—-9a” —2+6a’ =3a’ +8a-2;
i) 3p°¢’ —6p°q’ +21p°¢%;
§) 8x¥ +5x™ —20x"".

a) 24a—-18b—5a—-10b+8b—16a = 3a—20b;

b) 96> +14c¢%; ¢) 4x* +2x+6; d) 3p—10p* +2p+4p°

a) ab+ad +bc+bd; x*+3x-10;

b) a’—a-6; x2+2x—2y—xy;

c) b*—a’; 3x°—10xy+3y%;

d) 14x*> —3xy-2y*; 12a* +5a°b-2b7;

e) 2a° —a’ +6a* =3a*; a*b’ —5a°b* +ab® —5a°b;

33142224333

2 47 5 5 1 4 5, 2
— Xy —=x"y ——x — XYy =—Xy ——Xx'y ——x
f) y y y o+ y y y

9 6 5 10 90 6
b’ Eb3c3 -|-§b203 2b%c;
5 8
g) x’ =1, a’+§;

-3b°;
k+2 .,

3.2
—2x’yz";
125

1,8x 7y,

-6p° +5p.
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h) @’ +b*; x* -y

i) 21" =" +5y° +6-3y" +15y-2y+1’ =517 =—y* +6)° —6y” +13y +6;
j) 49a°b* —a® +2ab-b*;

k) (x+1)(x2+x—6)=x3+x2—6x+x2+x—6:x3+2x2—5x—6;

1) ab® —a’b+bc* —b’c+a’c—ac’.

140.2) x* -3x—4+x* —x-6=2x" —4x—-10;
b) —y—12:
c) X’ +10xy -7y’ —4.

141. a) a’ +2ab+b*; 4x2+4xy+y2; %+x+1;

2
b) b —2bc+c*; 9a® —6ax + x*; 4a2—4—ab+b—;
4 2 3 9
c) x’—y* a’-16; b _a
’ 25 97

142.2) a* +2ab+b*; a* +10a+25;
b) @’ —2ab+b*; a’-8a+16;
¢) 4a* —4a+1; 9a° +6ab+b*;

2

d) 9a* —24ab +16b%; f—6—x+4;

2 2 2

e) 4x2_2xy+y_; w,
4 9

a ab b’

-4

2 4 3 9

>

49
—x’y? =2x"y +—x;
29" T
2

g) x*+2x*y* + 3 %—4xy2+16y4;

B x5 —2x°)° + 55 ﬂx2y6+x3y4+2x4y2'

) > 9 16 s
2.2

) 2500 +30a°° + 902t XL 3D O
4 5 25

6 3.4 8
DT at 2a'y v ah
9 6 16

k) 22n + 2r1+1 + 1’ 32n —2. 3n+k + 32/(;
) 9a°* —6a*b" +b**; a* +2+a™".
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143.

144.

145.

a) a* —b’; x> =25;
2

b) 16—81m’; * 16,
9 25

¢) 4¢? —49d>; K —mt

d) 1-64¢™; Ko Z121;

e) 499—(a+b) =49—a* —2ab-b*;
f) (y3)2—(1—x)2 =y —1+2x—x".

a) (x—y)z; (a+1)2;
b) (2b+1); (3 -2)’;
c) (x+5)2; (20—91?)2;
2 2
d) (5a+8b)’; x?—y) ;
e) (yz—x3)2; (a®+207);
f) (90317—561217)2; [ixy+%x4y5j2= H_’_
12 6 4
g) (x6+8y6) ;
n 2
a
S
0[5
3n 4n 2
) [7x Y j
4 2
a) (a+b)’ = 2ab; (b-1) =1
b) (c+3)" =9; (x+4) = 8x;
c) (3a+5b) = 9a’; (2y—3x) = 9x7;
2 2
y xy 5 2 4 ,
d A PR - _- 24
)(3 2] 3 (4’”501} RETE
Y 12
e) (2x—3y)2:>12xy; (a?+6) :?az;
f) (The+1)' =1, (x3y2—y)2:>y2;
2 2
g) (3a+éJ =9a’; [if—éx) :ixz.
3 5 7 49
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146.

147.

3) ~9+10=(x+3)" +1;

Ex+4) o
( j 25 215 (b+§j2_é;

d) —(y4—2y2—6):—[()/2—1)2—1—6J:—(y2—1)2+7;
&) —(k* +5) —3;

f (2a+7) —4;

2 (3¢-2)" +7

h) 2(x* +10x)+49 =2 (x+5) =25 ]+49=2(x+5)" ~1;
i) =3(y-3)"+9.

a)

a) 5x° +2x+10

b) 3a* —12ab+12b
c) —4la+31;

d) @* +b* +¢* +2ac—2ab—2bc+ab+ab—b* —bc =a’ +c* +3ac —ab - 3bc;
e) (az—l)(a2+l):a4—1;

0 (b*-9) =b* ~18" +81.

—-9a*> —6ab—b* = —6a* —18ab+11b*;

148. a) a’ +3a’b+3ab* +b’;
c) x*+6x*+12x+8;

€) 27-27x+9x* = x*.

149. a) a’ +3a’b+3ab” + b,
b) x° =3x" +3x-1;
c) Y 461" +12y+8;
d) 8a’ +12a’b+6ab’ +b’;
¥ X’y
- tx ;
© 573 Y =y
a ab ab> b
H—+—+—+—;
8 4 6 27

g) 23,r _3.22x+y + 3.2x+2y

150.2) o’ +b°;
b) x* -y’

x3+8; 1+y3;

3y.
—2%

a’=27; 8—x°.

b) X -i—3xzy—|-3xy2 +y3;
d) b’ =3b%c+3bc* -’

a’ =3a*b+3ab* - b;
1-3x+3x*—x*;
8m’ —12m”* +6m —1;

a® =94* +274* - 27,

X +3x% +3x" +x%;

3 2 3

278 9% Y o -8

8 2 27

a +3a*b" +3a"b* + b,
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151.

152.

153.

154.

155.

a) @’ +b> +c’ +2ab+2ac+2bc; b) @’ +b* +c* +2ab—2ac—2bc;
¢) @’ +b* +c’* —2ab+2ac—2bc.

a) a* +b* +c* +2ab+2ac +2bc;

b) 4a” +b* +9¢* + 4ab +12ac + 6bc;

¢) X'+ Yy’ +2° =2xy—2xz+2yz;

d) x*+25x" +1+10x° =2x" —=10x = x* +10x” +23x” —10x +1;
e) a’b’ +a'b’ +a’b* —2a’b* - 24°b +2a°D’.

Emelje ki a kozos szorzétényezdket!

a) 8(a+b), 13(x—y), 4(x+3);

b) 3b(2a-3), 8c(4c+3b), Ta(2x-3y);
c) a(a+5), —y(y+3z), 3bc(3b+2c);
d) x(x2+x—1), k(k+2km+3m);

e) ab(a+2+b), 6ax(8a2x+3a—5x2);

f) 5xy°z (522 —3x% +7xz— 10);

g) x" x”+2);

h) a" l—a—az);

i) ¢t (c"+2+1+cz).

A kozos kéttagh szorzotényezok kiemelésével:

a) (c+d)(a+Db);

b) (y—-5)(2x+3y);

¢) (m+3)(5k-2);

d) 4(p-2)=-q(p-2)=(p-2)(4-9);

e) (b+5)(3a+1);

) (c—4)(b-1);

g) 6¢c(d-3)+4(d-3)=(d-3)(6c+4)=2(d-3)(3c+2);
h) 4(2x+y).

Csoportositva a tagokat, majd kétszeres kiemeléssel a kapott szorzatok:
a) (x+y)+a(x+y)=(x+y)(1+a): b) (x+y)(1-a);

c) (a—b)(x+2); d) (a—b)(x—S);

e) (a+d)(b+c); ) (a—b)(2x-3);

) (m—k)(m+4); h) (x=y)(6p+59);

i) (5a+6x)(2a* +b).
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156. Az els6foku tag megfeleld felbontasaval, majd csoportositassal és kiemeléssel:
a) X’ +4x+2x+8=x(x+4)+2(x+4)=(x+4)(x+2);
b) y* —4y—3y+12:(y—4)(y—3);
o) (p=35)(p+3);
d) —¢° +4q-3g+12=q(—q+4)+3(-q+4)=(4-q)(q+3).

1

157.2) (a=b)(a+b); (x+3)(x=3); (4=c)(4+0); (d—gj(a%%j;

b) 2a—§bj(2a+§b]; (4c® +d")(2c+d*)(2c-d); (13xp+10)(13xy-10);

(0,1m5 +0, 5k3)(0, 1’ -0, 5k3);

o) (a+1); (b-5); (+3); (2d-3¢);

d) x+y (x —xy+y) X— y)(x2+xy+y2); (b—3)(b2+3b+9);
(1+2a)(1-2a+4a>); (4k-5)(16k" +20k +25);

e) (x+y) ; (a+3) ;
f) (b-c)'; (2p-1).

158.) (6a-b)(6a+b); b) (x=»)s o (x+2-3p)(x+2+3y); d) (3¢ +1) ;

e) (7y2—8)(7y2+8); f) (2Tbc_%]2;
2) (2a (Sa b))(2a+5a—b):(b—3a)(7a—b);

h) (x-1)’;
i) (4a—b)(2a+3b);

i) (5 +9)';

k) (a+2)(a —2a+4);

1) (3k+2m)’;

m) (1—x3)(1+x3):(1—x)(1+x+x2)(1+x)(1—x+x2);
n) (an_anz)(an+b3n);

0) (6" -1) .

159. Hasznalja fel az (a + b)(a — b) = @’ — b’ azonossagot!
a) (50—1)(50+1) = 50> — 12 = 2500 1 = 2499;

>
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160. a

161.

b) (100+3)(100-3) =100* —3* = 9991;
¢) (14+6)(14—6)=20-8=160;
d)6384;  ©)99,96;  1)2800;  g)999999;  h)17400; i) 3.

y+3) “1=(y+3+1)(y+3-1)=(y+4)(y+2);

j_iz(x L3, 1)( +3_%] (x+1)(x+2):
(a-3

¢) (a+5) )
d) (y=7)(y+ )
e) —(b+5)(b-1)=(b+5)(1-b);

n2(c+2 c_gjzz[(ﬁz)z_%;H[H;j_%}
(*%_ZJ( 2 “j [c——j ¢+5)=(2c-1)(c+5);

g) (5a+2)(a+3);

-3 @+ 7)=(1-30)(a+7);
i -z(a-gj(a_@:(s_za)(a_4).

a) xy(xz—yz):xy(x—i-y)(x—y); 10(a+3)(a—3); m3(m+1)(m—1);

b) 2(b+1)"; 3(c+d)’;

c) (a2+4x2)(a+2x)(a—2x); (x+y)(x2—xy+y2)(x—y)(x2+xy+y2);

d) (x+y)(x=y+1); (x+y)(x—y-1); (x=p)(x+y-1);
(x—y)(x+y+1);

e) (c=3-y)(c=3+y); 4(b—c+1)(b+c-1);

f) 8(a’ —5a+6)=8(a-3)(a-2);

g) 7¢(2c+d)(2¢—d);

by x (xf — 20 +1) = (2 = 1) =0 (ot 1) (x-1)’;

1) (a—b)(a—b+c);
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162.

163.

164.

7 1—(x2+2xy+y2)=l—(x+y)2:(1+x+y)(1—x—y);
(2a+b—1)(2a—b+l);

B 3 (v=2) =0 (x=p) = (x=p) (5" =57 = (x=p) (3 +2);

1) (5a—5b+c+d)(5a—5b—c—d);

m) (c+1)(c+2)(c-2); (2x+y)(2x—y+3);

n) (b—1)" (b+1).

0 (€) + () = (€ o) - <)

b) x* +20° 127 = ( +1) —2® = (¥ + 14+x) (2% +1-x);

o) (a* +2) —4a* =(a* +2+2a)(a* +2-2a);

d) ¢’ +6¢* +9c+2c+6=c(c’ +6c+9)+2(c+3)=c(c+3) +2(c+3) =
=(c+3)[c(c+3)+2]=(c+3)(c’ +3c+2)=(c+3)(c+2)(c+1);

e) x4—2x3—3x2+x2—2x—3:x2(x2—2x—3)+(x2—2x—3):
= (" —2x=3)(x* +1) = (x=3) (x+ 1) (x" +1);

f) b4+2b3+b2+b2+2b+1:b2(b2+2b+1)+(b2+2b+1)=
:(b2+2b+1)(b2+1):(b+1)2(b2+1).

Az a), b) és d) kifejezések egyenlok.

Alakitsa szorzatta a kifejezéseket! A kéttényezos szorzat csak ugy lehet prim, ha

az egyik tényez0 1, a masik pedig primszam.

a)n’ —1=(n-1)(n+1)lehet prim. Ha n—1=1, akkor n = 2 és n+1 = 3, amely prim.

b) n’ +3n+2=(n+1)(n+2) lehet prim. Két egymast kovetd természetes szam
szorzata mindig oszthato 2-vel, igy (n+1)(n+2)=2 lehet csak, amely n=0
esetén teljestl.

¢) n* —n® =n’ (n+1)(n—1) hérom kiilonb6z8 szam szorzata, amely nem lehet prim.

d) n*—2n-3=(n-3)(n+1) lehet prim. Ha n-3=1,akkorn=4¢ésn+1=5,
amely prim.

e)n’ +n—6=(n-2)(n+3) nemlehetprim. Ha n -2 =1, akkor n =3,de n +3 =6,
amely nem prim.
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3.3. Algebrai tort kifejezések

165.

166.

167.

Egy tortkifejezés nincs értelmezve, ha benne barmely nevezd helyettesitési értéke 0.

a) R\{0}; R\{7}; R\{%};

b) R\ %}, 2}, R\{-5};

o) R\{1}; R; R\{ 6;6}; R\{-11};

d) R\V{=3:3}; R\{-21}; RxR\{(0;0)};

e) R\{2}; R\ { 3} R

D RO RO}

h) R\{-1,5};

1) R\{S}; R\{—3;3}.

Egy tortkifejezés értéke akkor 0, ha a szamlalo helyettesitési értéke 0 és a nevezdé

nem 0. 1
a) x=3; atortértéke nem lehet 0; x=-—;
b) x=0vagy x=-3; x=3; 2
c) |x| =2; atort értéke nem lehet 0.

A tortkifejezés egyszertsitésekor a kapott kifejezés értelmezési tartomanya meg-
egyezik az eredeti tort értelmezési tartomanyaval, igy a hatarozatlanok azon ér-
tékeire nem értelmezheték a tortek, melyekre az eredeti nevezdk értéke O.
1 3. 9%’y

w2 2
(x+6)(x—6): 6 3(5+y):3' c(c+4):c+4;

b) 5
x=64 1 y+5 2c 2
c) 7, =8 T ;
2x

a-b

>

aZ
a) —;
2b

d) 5-x;

; —a
e) a-b;, 5c°+3;

f) 3(x+2y);

2
2) a +a+3a+3:a(a+1)+3(a+1):(a+1)(a+3)=a+3; h) x* +8.
a+l a+l a+l
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16,y SO a0 alatl) e L
6(x—1) 2 (a+l)(a—l) a-1
b) a#-3; bi b#0 ésb+-2;
a+3 b
C)M c#3 L d#1;
c-3 d-1
2_ b b2
d) ala~ab+b’) _ a a%—b: ! mek:
(a+b)(a*—ab+b’) a+b 2(5m—3k)
2 2 2
o XY At s an-t;
3 a —1
f)x_yésy;tO;
4(c—=m)—m’(c—m) (c—m)(4—m2) (2-m)(2+m)
2) = = =m-2
(m+2)(m—c) —(m+2)(c—m) —-(m+2)
m#-—2ésm+#c;
P -(b1)_ (=D -1)_ ()1 et ,
2(p* -2b+1) 2(b-1) 2(b-1) 2 ’
i)M X+z#zyésx+z#-);
X+z—y

_a’-2a+1-16 (a—-1) -4 (a-1+4)(a—-1-4) q4-5 ,
] 2 = 2 = = a#-3¢éa+-1.
a’+da+4-1  (a+2) -1 (a+2+1)(a+2-1) a+l

154° Sy g

169. a) b0, 2 z20; b) = xz0; — az0;
2b 9z 3
9b 1 X’y
—— a,b,c,d#0;, — x,y#0;, d) —— b=0;
© 5acd’® a0.c X Y ) b’

2_
e) 1 x#1és x#—1; —g y#£=2, D) kk#0,m=0; 4a(1—2a)a¢0,a¢%.
y+

170. 2) a(a+b) %_2(a+b). 3(x+4) y(x—2)_3(x—2)'
) b @  ab xy x+4  x

3c(2+3¢) .5(2—3c):5. (r=y)x+y) x-y _1
(2—3c)(2+3c) 3c ’ (x_y)z y(x+y) y

b)

>
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a-3  2y-x,
5a(a—2)’ x+2y’

(=D +r+1) (v+1) _ Ly 3(meD)(n=1) 2(mel) 2(m-1),

c)

d) ;
(y=1)(y+1) YV ry+l (m+l)2 9m 3m
(a—4)(a-1)
3(b-c); ————;
0 3(p-c); TN,
f)a+b; 1.
171. 2) x+y 2-a  m+2m+6
) Xy g 2m’ ’
b) xc—yb  4m+4 2m+2  x*+)°
abe ~ 6m*  3m* x*y?
oL x(2x-1)-x(2x+1)  -2x  (a+1) -a(a+2) 1
b—c’ (2x—1)(2x+1) Caxr -1 a(a+1) Cd+a’
2
d) al _4:x+2;
x—
(k=3)(k+1)-2k(k—1) k*>-2k-3-2k>+2k —k*-3 k’+3
(k=1)(k+1) k-1 k-1 1=k
172.2) — y _ 1+3y

32-y) 2y 32y)
x+4 xX+6 3x+12-2x-12 x
2(x+2) 3(x+2)  6(x+2)  6(x+2)’

20 L2 _2042(a-5)  2a+10  2(a+5) 2
(a—5)(a+5) a+5s (a—5)(a+5) (a—S)(a+5) (a—S)(a+5) a->5
L, 2 3 _bo1x2(b41)=3 3b-2
b+1 b-1 (b+1)(b=1)  (b+1)(b-1) -1’

0 2x 2 C2x(x+1)-2(x-1)  2x?+2
(x—1)2 (X+1)(X—1) (x+1)(x—1)2 (x+1)(x—1)2’

2a-5  a-4 _2(2a-5)+a(a-4) 4’ -10
a(a—l) 2(a—1) Za(a—l) 2a(a—1)’

0 1-3m m’ :(1—3m)(m+3)+3m2: 3-8m X' —6x+9
3(m+3)  (m+3) 3(m+3) 3(m+3)"" 3(x+3)"

b)

>
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16a )
(a—2)2(a+2)’
h Sx+1 10 S5x—1

(x-1) (=D(x+1) (x+1)

e)

_(Sx+1)(x+1) =10(x =) (x4 1) = (Sx-1)(x-1)" _ 12(x"+1)

(x—1) (x+1) (-1 (x+1)

b* —=22b+91

&) Sp(b—4)(b+4)’

>

. PP, \ 4(x+1)
h) Az a’ — b’ nevezetes szorzat segitségével kozos nevezore hozva: —; .
X +x+1
k> —m’
2 2 —
173.0) S0 b= a2 v b7y by _mk _(k=m)(k+m) _J+m.
a k—m mk (k—m) mk
1
oy 142 y-l+y
x+lox 1 q y oyt y-l1 :(2y—1)(y+1)'
© x -1 x-1 )1_ 1 Y y+l-y y-1
y+l1 v+l y+l
y
2
e) Y
174 a+5 .a+5—9: a—4 _ 1
D ard)(a—d) ar5 (a+d)a—4) a+d’
b) 4b —22b(212+ 5) ' (2b+5)5(2b—5) _ —10(25b—5) — 2(2b-5)=10—4b;
+
3. _Z . 2z
% DV © 3 v dm
5x+5‘(x—l)(x—3)+2(x+6)—x(x+3)_5x+5.2(x+3)(x—3)_
R 2(x+3)(x-3) Cox+3 5x+15
:5(x+1).2(x+3)(x—3)=_2(x+1);
x+3 —5(x—3)
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(a+b)(a-b)+b b-a_ a’ .—(a—b)

2 2
a—b a a—>b a

2 =-1

h) x+y.

175.2) a+l+a—-1  a+l-a+1 _ 2a .(a+1)(a—1)=a=0,73;

(a+1)(a-1)" (a=1)(a+1) (a+1)(a-1) 2

b 4b+4+b” 2(b+1) 1_ (b+2) 2(b+1) 1_b+l 1_b_,
2b(b+2) b+2 b 2b(b+2) b+2 b b b b
o () =20 y)(r=y)+(x =) x eyt o200
(x+0) (x=p) s
2
_ 4y’ ,(xz‘yz) _4
ety (=0)
1 1
d) = =1.
x+y 0,4+0,6
1 7
176.a) 1; 10; —; 11; 0; —;
8 9 s 4|a3|
- 3. aqp2. .
b) lal: x*: 2y 36% T
3.4. Négyzetgyokvonas
177. A szoba 6 m x 6 m-es.
178. irja fel a Pitagorasz-tételt! A befogd 12 cm.
10

179. Az atfog6 hossza El egység.

180.2) 3 + 1 = 4; /10; b)4-2=8; 64 =8;
0)8-7=1; 15; d)5-2=10; V100 =10;
e)§=2; Ja=2; £) V9 =3; %=3;

2) 10+2=12; J104; h) 3°=9; 9;
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i)8; 2°=8.
Barmely két nemnegativ szam szorzatanak, illetve hanyadosanak négyzetgyoke
egyenld a tényezdk négyzetgyokének szorzataval, illetve hanyadosaval.

181. Alkalmazza a gyokvonas azonossagait!

a) 327 =327 =81 =9; b) A két tag nem vonhat6 dssze!;
o VT =7 =49; d) ,/%:ﬁ:z;

e) V2-6-12 =12> =12; f) 10;

g) 5 = 125; h) /36 +3=9;

i) V5 ++/3; DN9-JE=3-2=1;

k) —“14'7\75 V36:7 _ 77 4 287 =7 +14=21.

182.a) \/8-3 =24 ¢s /%Z\/ﬁ, ezért ﬁ-f:%;

b) V26 =12 +4 és /§=5=5, mivel V2>1,
. {75
ezert \/5+\/E> ?;

5 5 5 5
C)@:\/;ﬁésﬁzﬁ:@ o VB AT
NERE Js1 \3

NN
d) (\/5)32\/5732\/Eé5\/8'm=\/@, ezért (\/§)3>\/g~\/%;

[¢]
p—a
=
N
oo
1]
-lklu.)
O | O\
1]
Qo
O~
w2
W | W
AN
=
DO
1]
%
—_ | B
1]
O | oo
[¢]
N
-
o
-
-
15
(98]
:\%
N
ﬁ‘ﬁ
AN
ﬁ‘ﬁ‘
O D

183. a) (V3-1)(\3+1)=3-1=2;
b) 3-2-32 +4V2 4 =2++/2;
©) 18+2-V18-3v2 +9-2 =36+ 6336 = 72 vagy (32 +3v2) =(6v2) =72
d) (V5) ~(aV2) =5-32=-27;
e) 51-124/18;
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184.

185.

186.

0 (V3) +3(V3) V2 +3V3(V2) +(V2) =33+ 0V2 + 643+ 242 =
:9\/§+11\/§;

g) 585 63\f
h)\/ 24)(7+24) = V4924 =25 = 5,
i) 3;

b 8—\/E+2J8—\/E-J8+\/E+8+\/E=16+2J82—(\/E)2 =
=16+264-15=16+249 =16 +14 = 30;

k) 24/20 —24/10;

1) Legyen a = J6—VIT +46+ 11 > 0! Hatarozza meg a” értékét!
@ =6-11+246—TIN6+11 +6+/11 =12+236-11 =22,
ezert\/6 1+\/6+\/_ \/_

m) J8—4J§+1—J8+4J§+1=\/(2J5—1)2—\/(2ﬁ+1)2 -
=2V2-1-(242+1)=-

a) 2\/5; 4\/5; 3x/§; 6\/5; 10\/5; 5\/5; 7\/5;

M\ﬁ. v1, z\ﬁ. o B 22,
57 97 10V100 4\N2° 7 °

o) ava; a=0; 20°V2; beR; 3x*\2xy x>0ésy>0,vagy x<0ésy<0;

S(a—b)wB(a—b) a>b;, 3c\J5¢ ¢>0.
a) V18; /48; 28; /50; +/108;

b) V2; \ﬁ; \ﬁ; \ﬁ;
3 5 9
oVt x20; Va a20; ¥ y=o
N8 b20; \3(x-y) x>y

a) 245=20 < 21

VB
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o (3-v2) =9-62+2=11-v72 > 10-V72;
d)z\g V20 V24

3 3

187.2) V2 +32 - 42 =0;

b) 6+/3 2353 =—/3;

)\/'7 J_—3f+5f 202 =22;

d) (4\E+3f 2J5)V5 sf f 25;

27

A e
(\/ﬁ—\/ﬁ)(\/ﬁh/ﬁ):ls—zg:—m;

9) (V3-6)(2v6 +2v6 -343) = (V3 -6 ) (46 - 343) =
=418 -9-4-6+318 =718 =33 =212 - 33;

h) 105/2;

i) —4.

188. A gyokjel alatti kifejezést irjuk fel teljes négyzetként, majd végezziik el a gydkvonast!

a) V25-1033+3 = (— )_5 NEY
b) V49+2.7-245+20 = (7+2\E) =7+ 245;

O NT=2.J7-2+4= (ﬁ—z)2 -J7-2.

35 35 407
189.a)$ﬁ 5
b) 242; 243;
o 20 J—_zof_4f 18 V6 _18J6 _3V6
35 5 15 T sde 6 30 5

2 5443 2(J§+I)
VBE B BB 53

=5+43;
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10 Je-1 10(¥6-1) .
Jo+1 J6-1  6-1 =2(Vo-1);
©) 3(2V7+17); 2(43+3V5);
) 15+2+/56; 11-/120;

1 \/—+\/_+\/— J5+3-2 J—+J_f_
\/—+\/— \/—\/—+\/_+\/— ([+\f)_2 6+24/15

1B V53 1 (V5 eB-V2)(VIS3) a3 V03

2 1543 J15-3 2 15-9 B 12
Ssoos 1
190.0) {5 F ==
g VIs6 Vis-Ve  15-6 1
N SN N ERN I E
©) 5+\/ﬂ'

191. A nevezok gyoktelenitése utan a kifejezések dsszehasonlithatoak.

8  14-6 6 N13-47
I e iy v A G I o v v S R

b) A bal oldali szam negativ, a jobb oldali pedig pozitiv, igy az utobbi a nagyobb.

Vs+2-(V5-2) 4 »
Y B)(Be2) 5
S2BA1) 235, m s

12-7 28-27
¢) A két nevezd szorzatat valasztva kozos nevezonek, tovabba

2
, 1£4/3
felhasznalva, hogy 4423 = (1 * \/§) ,illetve 23 = % ,

22 +232+3 6 3243 + 242242 -3 +6-V3y2 -3 _
244123 423 -4—3

192.

b)
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143 1+/3  3-1 V-1
:4J§+2- 7 3 75 -3 E_ 4
2+1+3-(V3-1)-1 T

193. Indirekt modon bizonyitjuk be az allitast. Tegytik fel, hogy a J5 racionalis szam!
Ekkor felirhaté két pozitiv egész szam hanyadosaként, amelyek legnagyobb kozds
osztdja az 1.

S=L = 5= p_2 = 5¢° = p’. Az 5¢° oszthato 5-tel, igy p is oszthat6 vele.
q

q
Legyen p = 5k, ahol ke Z"! Ezzel 5¢° =25k = ¢° =5k’ Ebbdl kovetkezik,
hogy ¢ is oszthato 5-tel. Igy azonban p és ¢ legnagyobb kodzos osztdja legalabb 5,
azaz nem relativ primek. Ellentmondasra jutottunk, az allitast bebizonyitottuk.

194. Végezziik el a kijeldlt miiveleteket, €s hasznaljuk fel, hogy Jn csak akkor egész
szam, ha n négyzetszam!

a) 9+ 445 \9- 45 2\/(9+4\/§)(9—4\/§)=\/81—16-5 — V1 =1, racionalis
szam;

b) V27 =3 -\3+ 247 =+28—9 = /21, irracionalis szdm:;

o 2 P24 6ean
3W2-4 (3:42) -4 2

Bovi seia (BR)+($5eV2) 1

=3+22 , irracionalis szam;

d) \/§+\/E+\/§—\/5: P :?,racionélisszém;
¢) \9+445 —\9-445 :\/(J§+2)2 —\/(\/5—2)2 =5+2-(v/5-2) =4, racio-
nalis szam.



4. Szamelmélet - megoldasok

4.1. Bevezetés a szamelméletbe

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

a) 132; 225; 1234567890; 10 -1; 6!;
b) 132; 2008; 2207, 61;

c) 225; 1234567890; 6!;

d) 132; 1234567890; 6!;

e) 2008; 227 61,

f) 225; 1234567890, 10'°-1; 6!;

g) 132; 10" —1.

Két egymast kdvetd természetes szam koziil az egyik biztosan paros, igy a szorzat
is az.

Legyen a kisebbik szdm n! Ekkor az 8sszeg n+(n+1)=2n+1, ami paratlan.

Az egymast kdvetd szamok koziil...

a) az egyik szam biztosan oszthatd 3-mal;

b) az egyik szam biztosan oszthatoé 3-mal, és legalabb az egyik paros, ezért a szor-
zatuk oszthato 6-tal.

Igaz allitasok: a), c), d).

Igaz allitasok: a), c), d).

a) Igaz, mert a szam szamjegyeinek osszege oszthaté 3-mal.

b) Igaz, mert a kiilonbség utolsd két szdmjegyébdl allé szam 56, ami oszthatd
4-gyel.

¢) Hamis, mert az elsd tag nem oszthatd 6-tal, de a mésodik tag igen.

d) Igaz, mert a kivonas elvégzése utan kapott (10 db 9-es szamjegybdl allo) szam
oszthato 9-cel.

e) Hamis, mert a kivonas elvégzése utan kapott (2007 db 9-es és 1 db 5-6s szam-
jegybdl allo) szam nem oszthatd 3-mal, és igy 15-tel sem.
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202.

203.

204.

205.

206.

f) Igaz, mert az 9sszeg minden tagja 1-re végzodik, igy az 5 tag Osszege 5-re vég-
z6dik.

g) Hamis, mert a szorzatnak csak 3 db 5-tel oszthat6 tényezéje van, igy csak 10°-nal
oszthato.

Alakitsuk a kifejezéseket szorzatta!

a) 10° =74 =(10°+7)(10° = 7*) = (10* + 7 ) (10+7)(10-7) = 3-17-149;

b)888’ ~800° = (888 —800) (888 +888-800+800° ) = 83 (888" + 888800 + 8007 );
¢) 29° +1=(29+1)(29* -29° +29° —29+1), ami oszthat6 30-cal.

Alakitsuk a kifejezéseket szorzatta!

ayn’—n=n (n2 - 1) =n(n—-1)(n+1) harom egymast kovetd természetes szam
szorzata, ami oszthato 3-mal.

b) n(n4 -5n’ +4) =n(n2 —4)(112 —1) =n(n—l)(n+l)(n—2)(n+2) Ot egymast
kovetd egész szam szorzata, ami oszthatd 5-tel.

c) Ot egymast kdvetd egész szam koziil egy oszthaté 2-vel, egy 3-mal, egy 4-gyel
és egy 5-tel. Igy az 6t szam szorzata oszthato 2 - 3 - 4 - 5 = 120-szal.

Az ¢el6z6 gondolatmenet alapjan:
a)2-3-4=24-gyel;
b)2-3-4-5=120-szal;
c)2-3-4-5.6=720-szal.

(2k+1)" = (2k—1)" = (4K + 4k +1) - (4% — 4k +1) = 8k, ahol k € Z.

Bontsa fel az osztokat egymashoz relativ prim tényezdkre, ¢és kiilon vizsgalja az
oszthatosag feltételeit!

a) 6|ﬁc, ha 2|xés3|1+3+5+x,amib61x=0vagyx=6;

b) 15[2x4y, ha y =0, vagy y =5 és3[2+ x+4+ y;
yzoesetén3|6+x,igyx:O,vagyx:3;Vagyx:9;
y:Sesetén3|11+x,igyx:1,Vagyx:4;vagyx:7;

o) 36‘%, ha 4[9y és 920+ y+x;
y=2esetén 922+ x,igy x=5 ¢és y=6esetén 9|26+ x,igy x =1
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207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

d) 45|x2025y, ha y =0, vagy y=5¢s9[9+x+y;
y=Oesetén9|x,1’gyx=9 és y:Sesetén9|5+x, igy x=4.

Az el6z6 feladat gondolatmenetét hasznalva:
a) 65430 és 65436; b) 65436; c) 65430.
a) Az x tetszéleges egyjegyll természetes szam, y pedig barmely paratlan egyje-

gyl természetes szam lehet, igy 50 megfeleld szam van (809512, 809532, ...,
899592).

b) 829512; 809532; 899532; 879552; 859572; 839592;

¢) 809592;819552;829512; 839592; 849552; 859512; 869592; 879552; 889512;
899592.

A keresett haromjegyli szam oszthat6 5-tel és 9-cel is. Az utols6d szamjegy csak 0,
vagy 5 lehet. Ha O-ra végzddik a szam, akkor az elsd két jegy dsszege 9. Kilenc
megfeleld szampar van: (1; 8), (2; 7), ..., (9; 0). Ha 5-re végzddik a szdm, akkor az
elsd két jegy 0sszege 4. Ennek 4 szampar felel meg: (1; 3), (2; 2), (3; 1) és (4; 0).
Osszesen tehdt 13 megfelelé haromjegyti szam van.

Bontsuk fel a kifejezéseket olyan tagokra, amelyek oszthatdéak a megadott szam-
mal!

a) 16a+9b =8(2a+3b)—15b, ahol az elsé tag a feltétel szerint oszthatd 5-tel;

b) 19+b=(2a+b)+17a;

¢) 10a+20b = 2(5a—3b) +26b;

d) 33a+48b=5(4a+7b)+13(a+b).

(8a + b) -3 (3a - 2b) =7b—a, ahol a kiillonbség mindkét tagja oszthatd 17-tel.
Igaz allitasok: a), c), d), e).

Egy 0-ra végzddik, mert a primszamok kozott csak egy 2-vel és egy S-tel oszthatd
szam van.

Az elsé 50 pozitiv egész szam kozott 16 db 3-mal, 5 db 9-cel és 1 db 27-tel oszthatd
szam van, ezért a szorzatuk primtényez0s felbontasaban pontosan 22 db 3-as prim-
tényezd szerepel. Igy a szorzat legfeljebb 3**-nel oszthato.
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215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.

222,

223.

Elég 6sszeszamolni az 5-0s szorzdtényezoket, mivel 2-esbdl biztosan tobb van a
szorzatban. 100-ig 20 db 5-tel és 4 db 25-tel oszthato szam van, igy 100! legfeljebb
10**-nel oszthato, azaz 24 db 0-ra végzédik.

240=2%-3.5; 462=2-3-7-11; 888=2-3-37; 1001=7-11-13;
2025=3*.5%; 1000000 =2°-5°.

Azok a természetes szamok négyzetszamok, amelyeknek a primtényezos felbonta-
séban szerepld Osszes hatvanykitevd paros. A szamokat felbontva primtényezdkre
adodik, hogy a 91 125 kivételével mindegyik négyzetszam.

Az el6z6 feladatban leirtak alapjan:
a) 2-vel;
b) 33-mal kell szorozni.

Az osztok novekvd sorrendben:
a)1;2;3;4;6;12; b)1;2;3;4;6;9;12;18;36; c¢) 1;2;4;5;10;20;25; 50; 100.

60 =2%-3-5, osztéi: 2°-3°.5%; 2'.3%.5%; 2°.3'.5% 2°.3°.5"; 2'.3'.5°;
2'.30.5" 20.3'.50. pl. 3.5 22.30.50. 22.31.50. 92.30 51, 92.31.5!

Az osztok szama a primtényezds felbontds segitségével hatdrozhatdo meg. Egy
A=p| - py-...-py szam osztbinak szama (k, +1)(k, +1)...(k, +1).
a)2520=2"-3".5.7, amib6l az osztok szama: d (2250)=4-3-2-2=48;
b)d(825)=d(3-5°-11)=2-3-2=12;

¢)d(91125)=28.

a) Mivel a 7-nek csak egyféle szorzatalakja van (7 . 1) és a legkisebb szamot keres-
stik, ezért a legkisebb primtényez6 (2) kitevdje 6, a tobbié 0, azaz a keresett szam
a2° = 64. (Lasd a 221. feladat megoldasat!)

b) Az a)-hoz hasonl6 gondolatmenettel a keresett szam: 2*.3 = 48.

Mivel 2-3-5-7 > 100, ezért a kétjegyl szamoknak legfeljebb 3 kiilonb6zé primté-
nyezéje lehet. 22-3-5= 60 -nak 12 osztdja van. Két primtényezé esetén 2°-3° = 72
-nek szintén 12 osztéja van. Egy prim esetén 2° = 64 -nek csak 7 osztdja van. gy a
60-nak és a 72-nek van a legtdbb osztoja.
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224

225.

226.

227.

228.

229.

230.

3n+10
T o+l
EbbOln=0;n=6;n=-2és n=-8.

7
= 3+?' A kifejezés értéke akkor lesz egész, ha n + 1 osztoja a 7-nek.
n

10n+21 36
=5+
2n-3 2n-3
a) A feltétel miatt n lehetséges értékei: 2; 3; 6; 1; 0; —3.
b) A feltétel miatt n lehetséges értékei: 2; 3; 6; —3.

miatt elegendd a 36 osztoit vizsgalni.

(A 6-nak az 1-nél nagyobb kitevdjli hatvanyai oszthatok 3-mal, 4-gyel, 9-cel, és
mindig 6-osra végzddnek.)

a) | b)|c)|d)]e)

3-as osztasi maradék

4-es osztasi maradék

5-0s osztasi maradék

D | DN =D

2
3
2
5

—_ WO =
W= =D
—_ O -
0| O (Wi

9-es osztasi maradék

Pl.:a) 347=3-1154+2=4-86+3=5-69+2=9-38+5.

a) hamis; b) hamis (7-féle lehet); c¢) hamis; d)igaz; e¢)hamis.

(n - 1) +n+ (n + 1) =3n kifejezés oszthatd 3-mal (n eN* )

Legyen a két szam 7k +2 és7m+5, ahol k,m e N!

a) Tk+2+Tm+5=7(k+m+1), azaz 0 a maradék;

b) (7k+2)(7m+5) = 49%km+ 35k +14m +10 =7 (Tkm + Sk +2m +1)+3, azaz 3 a
maradék;

c)4; d) 4.

Legyen n=5a+2 ésk =5b+3, ahol a,b e N! Az el6z0 feladathoz hasonldan:
a) 0;

b) 4;

)4

d 1

ey +ki=...= S(Sa2 +5b +4a+6b+2)+3, azaz 3 a maradék;

) 0.
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231.

232.

233.

234.

235.

236.

Az 1-2-3-...-20 szorzat ...
a) oszthat6 21-gyel, mert tartalmaz 3-as és 7-es primtényezo6t is, igy a maradék 0;

b) oszthatdo 1001-gyel, mert1001=7-11-13, és a szorzatban mindharom tényez6
el6fordul, tehat a maradék 0;

¢) oszthato 10000-rel, mert 10000 = 2*-5*, és a szorzatban az 5-6s, 10-es, 15-6s és

20-as tényez$ Gsszesen 4 db 5-0s primtényezot tartalmaz, valamint 2* =16 is
szerepel a szorzatban, igy a maradék 0.

Ha p=3k+1 (keN")alaki, akkor p+26=3k+1+26=3(k+9) nem prim, ha
pedig p=3k+2 alaki, akkor p+64=3(k+22) nem prim, igy p csak 3k alaku
lehet. Mivel azonban p prim, ezért a p =3 az egyetlen lehetséges megoldas.

a) 4p* —1=(2p-1)(2p+1) kifejezés egyetlen esetben lehet prim, ha a kisebbik
tényezdje 1, azaz p =1, mivel az 1 nem prim, igy a kifejezés nem prim.

b) Ha p nem oszthat6é 3-mal (3k £1 alaku), akkor az els6 tag 3-mal osztva 2 mara-
dékot ad, igy a kifejezés oszthatd 3-mal és nem 3, azaz nem prim. fgy csak p =3
lehetséges, és ekkor a kifejezés értéke 43, ami prim.

Jeldlje p, g és r a keresett primeket! Mivel p-q-r = 7-(p+q+r), ezért p, g és r
koziil az egyik, pl. p = 7. gy az allitas leegyszertisodik: q-r=7+q+r. Kifejezve

+r
az egyenletbdl ¢g-t: ¢ = P Atalakitva a kifejezést ¢ =1+ P mely csak akkor
r— r—

ad egész megoldast g-ra, ha (r—l)|8. Végigprobalgatva az eseteket adodik, hogy
qg=5 ¢és r=3.

A szamok primtényez0s felbontasaibdl meghatarozhato:

a) (24;54)=2-3=6; b) (210;165)=15;

c) (765;2002) =1; d) (450,825;1125)=3-5> =75;
e) 277 =3 és 9" =3%, igy (321;32") =3%;

f) (105;213) =1

g) a 23 prim, igy (23;89)=1.

A torteket a szamlalo és a nevezd legnagyobb kozos osztojaval egyszerlsitve (az

el6z0 feladat eredményeit felhasznalhatjuk):

4 11 9 39
a) —; b) —; c) —; d) —
) ) 14 ) 11 )

100°
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237.

238.

239.

240.

241.

242.

243.

244,

245.

A szamok primtényez0ds felbontasaibol meghatarozhato:
a) [36;45]=2%-3"-5=180;

b) [140;56]=2°-5-7 = 280;

¢) a 19 és 29 relativ primek, ezért [19;29] =19-29 =551;
d) a 18 és 25 relativ primek, ezért [18;25] =18-25=450;
e) [100;120;150] =2’ -3-5> = 600;

f) 85 =215 &g 47 =1 , igy [215;214] =215

A tortek 0sszevonasakor a torteket kdzos nevezore hozzuk, ami a nevezok legkisebb
koz0s tobbszorose (felhasznalhatjuk az el6z6 feladat eredményeit):

5+4 1 2-15 1 54-85+44 13

a) ———=—; b) =— c) —.
180 20 280 40 600 600

Két szomszédos természetes szamnak a 2 nem lehet k6z0s osztoja, hiszen kiilon-
boz6 paritasuak. A 3 sem lehet k6z0s osztdjuk, mert a szamsorban csak minden
harmadik szam oszthat6 3-mal, és igy tovabb... Tehat csak az 1 a kdzds osztojuk.

a)pl.: 6, 10 és 15;
b)pl:2-3.5=30;2-3-7=42;3-5-7=105 ¢és 2-5-7="70.

A keresett szamot n-nel jelolve a feltételekbdl kovetkezik, hogy n —1 oszthato 5-tel,
6-tal és 7-tel is. Mivel a legkisebb ilyen szamot keressiik, ezért n—1 az 5,a 6 és a
7 legkisebb kozos tobbszordse, azaz 210. Igy a keresett szam a 211.

Az el6z6 feladathoz hasonloan gondolkodva; és figyelembe véve, hogy négyjegyti-
nek kell lennitik, a keresett szamok: 2646; 5286 és 7926.

A keresett szamot n-nel jelolve a feltételekbdl kovetkezik, hogy n + 1 oszthatd
3-mal, 4-gyel, 5-tel és 6-tal is. Mivel a legkisebb ilyen szamot keressiik, ezért n + 1
a3,a4,az5és a6 legkisebb kozos tobbszorose, azaz 60. fgy a keresett szam az 59.

A legkozelebbi egyiittallasig elteld idé a 160-nak, a 200-nak és a 240-nek a legki-
sebb kozos tobbszorose, azaz 2400. Legkdzelebb tehat 2400 nap (= 6,5 év) mulva
lesz egyiittallas.

Annyiféle menetoszlop hozhato 1étre, ahanyféleképpen a 72 felbonthato 2 pozitiv
(1-t81 kiilonbdzd) egész szam szorzatara. Ez éppen egyenld a 72 1-t6] kiilonbozo
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246.

247.

248.

249.

valodi osztoi szamanak a felével (hiszen a 72 nem négyzetszam, tehat csak két kii-
16nb6z6 tényezoére bonthatd). A 72 primtényezds felbontasabol kiszamithato, hogy
Osszesen 12 osztdja van, melybdl 10 1-t61 kiilonb6zo valodi osztd. Tehat 5 kiilonbo-
z0 menetoszlop alakithato ki.

A csapatok szdma lehet:

a) 6, dsszetételiik: 7 elsds, 12 masodikos €s 15 harmadikos;
b) 3, dsszetételiik: 14 elsds, 24 masodikos és 30 harmadikos;
¢) 2, osszetételiik: 21 elsds, 36 masodikos és 45 harmadikos.
(Egy csapatnak nincs értelme.)

A konyvek szamat k-val jelolve a feltételek szerint k—3 oszthato 15-tel, 20-
szal és 25-tel is, azaz k—3 ezek k6z0s tobbszorose. Mivel 400 < k <750, ezért
k —3 =600, tehat 603 konyve van Gergdnek.

szamok primtényezds felbontasait felhasznalva:

a) [a;22 -3»]=22 3.5 = a=5,2-5 3-5, 4-5,2-3.5, 22.3.5, azaz a lehetsé-
ges értékei: 5, 10, 15, 20, 30, 60;

b) az el6z6hoz hasonldan b lehetséges értékei: 7, 35, 175;

0[3:3%5c]=3" = =3

d) (a;23 .3 ) =23 = 4=2°-3=24 vagy ennek barmely olyan egész
szdmszorosa, mely nem tartalmaz 3-as primtényezot;

e) az el6z6hoz hasonloan b lehetséges értékei: 45 vagy ennek barmely olyan egész
szamszorosa, mely nem tartalmaz 2-es, illetve 3-as primtényezdt;

f) (220 -5%;2% ~55;c) =2".5 = ¢=10" vagy ennek barmely paratlan szam-
szorosa.

a) (a;b) =13 miatt a =13k ¢és b=13m (k,m eN" ), ahol k és m relativ primek. Mi-
vel a+b=156,azaz13(k+m)=13-12 = k+m=12, ezérthk=1ésm = 11,
vagyk=5 ésm=17.

Ennek megfeleléen a = 13 és b = 143 vagy a = 65 és b = 91.

b) Hasonl6an az el6z6hoz:
a=8¢ésb=160,vagy a =32 és b = 40.

¢)(a;b)=15 miatt a = 15k és b = 15m (k,m € N+), ahol k és m relativ primek.
Mivel [a;b]=2-37-5°, ezért k és m koziil pontosan az egyiknek tartalmaznia kell
1 db 2-es, 1 db 3-as, illetve 1 db 5-6s primtényez6t. A lehetséges variaciok:
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250.

251.

252.

253.

254.

2:3%5° 235" 2:3%5 2:3-5
35 3%5 3.5 3%5?

Az a és b szerepe felcserélhetd, tehat a négy lehetséges megoldas:
(450;15); (150;45); (90;75); (30;225).

Hatarozzuk meg a valodi osztok 6sszegét! A b) 28 és a ¢) 496 tokéletes szam, az a) 12
ésad) 2016 nem az.

a) Az 56 valodi osztoinak Osszege: 1 +2 +4 + 7+ 8 + 14 + 28 = 64. A 64 valddi oszto-
inak Gsszege pedig 1 +2 +4 + 8 + 16 + 32 = 63. Igy ezek nem baréatsagos szamok;

b) A 220 és a 284 baratsagos szampar; c¢) Az 1210 is az, a parjaaz 1184; d) Az 1848
¢és a 3912 nem baratsagos szampar.

a)A 2" —1értéke rendre: 1; 3; 7; 15; 31; 63; 127; 255; 511; 1023. Ezek kozil az
n=2; 3; 5; 7 esetben kapunk primszamot. b) Az n = 1; 2; 3; ...; 10 esetekben a
2! ~(2” —l) tokéletes szam lesz.

A 2" -(2" —1) csak akkor tokéletes szam, ha 2" —1 prim. Az els tényezd 2" a 2
hatvanya, amelynek az utolso szamjegyei rendre 2; 4; 8; 6. Az eseteknek megfelelden
2" —1 utolso szamjegyei rendre 3; 7; 1; 5. Mivel egy primszam nem végzddhet 5-re,
ezért csak az elsé harom eset lehetséges. Ekkor a szorzat utolsé szamjegyei rendre 6;
8; 6. Azaz a feladatban szerepld tokéletes szamok 6-ra, vagy 8-ra végzddnek.

165 _ 33
1000 200

Legyen x=1,6! Ekkor 10x=16,6. Kivonva a nagyobbikbol a kisebb szamot

9x =15, azaz x=1,6=§=§.
A harmadik tort esetén 10-zel, illetve 100-zal szorozzuk a tortet. Kapjuk, hogy

90x =227, amib6l x =2,52 = 22—7.
90 4 1100 _ 10963

A tobbi tort esetén hasonléan jarunk el. 0,12 = —; 3,303 = ——; 0,98765
33’ 333° 11100

0,165 =

255. x=0esetén 0,1 = %; x=9esetén 0,19 =0,2; atdbbi esetben az el6z6 feladat meg-

oldasa szerint eljarva kapjuk, hogy 0,12 = 1 :0,13= 12_4 ;0,14 =— 13 3eees
90’ 90 30 90
17
0,18 =
90’
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256.

Mivel 0,2016= 315 &5 0,2017 = 1816
9000 9000

9000 18000 A 18000 9000
Ez alapjan a legkisebb nevezd a 18 000, a szamlalo pedig a 3631.

1815 3630 a 3632 1816
Tt = < =

4.2. Szamrendszerek

257.

258.

259.

260.

Felhasznalva, hogy egy n-alapu szamrendszerben a helyek értéke hatulrol indulva:
n’, n', n*, n’, n',... az atvaltasok:
a) 10000, =1-2* =16;
111, =4+2+1=7;
101010101, =2° +2°+2* +2% +2° = 341;
b) 100, =3* =9;
211, =2-9+3+1=22;
1022,=1-27+0-9+2-3+2-1=35;

¢) 40; 60; 84.
Felhasznalva, hogy egy n-alapu szamrendszerben a helyek értéke hatulrol indulva:
n’, n', n?, 0’ nt,. azatvaltasok:

a)l,; 1000,; 10000,; 1000000,;
b) 10=8+2=1010,; 1111,; 101100,; 1100100,; 101000001,.

Az eléz6 feladathoz hasonldan: N
a) 10;; 1;; 100000,; 10000,; (5) =5"=10000,;

5

b) 10=2-5=20,; 15=30,; 44=134,; 100=400;;
321=2-125+2-25+4-5+1=2241,

(A 10-nél nagyobb alapu szamrendszerekben a 9-esnél nagyobb szamjegyek is sziik-
ségesek, melyeknek betiiket feleltetiink meg: A =10,B=11,C=12,D =13, E =14,
F=15)
a) 50=32+16+2=110010,;

50=1-27+2-9+1.3+2-1=1212;

50=3-16+0-4+2-1=302,;

50=6-8+2-1=062,;

50=4-12+2-1=42;
Hasonloéan az el6z6hoz:
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b) 111011100,; 122122,; 13130,; 734,; 338,,:

12>

¢) 11111011000,; 2202101,; 133120,; 3730,; 11B4,,.

261. Atvaltva a szamokat tizes szamrendszerbe az Gsszehasonlitasok konnyen elvégez-
hetdek:
a) a masodik szam a nagyobb;
b) egyenlok;
c) az els6 szam a nagyobb;
d) az els6 szam a nagyobb (lasd az eldz6 feladat zarojeles megjegyzését).

262. A hianyz6 szamjegyet x-szel jelolve:
a) 2|1010x2 = x=0;
b) 6]20x0, = 6]2:3’'+x:3=54+3x = 6|3x cbbdl kdvetkezben x=2;

c) 43x33; = 4]3-8°+x-8 +3-8+3, ami semmilyen x-re sem teljesiil, mivel

paratlan szam;
d) 4/23x4; = 4]329+5x ebbl kovetkezéen x=3.

263. Az Osszeadas ¢€s a szorzas elvégzésének szabalyai szerint:

a) 1001, b) 230, c) 21,012, d)  55,-55,
+ 101, + 123, 21, 451,
1110,° 1013, ’ + 112, + 451,
102, 5401,

264. Az ismeretlen szamrendszer alapjat n-nel jeldlve:
a) 100, =n’ =4 ebbdl kdvetkezden n=2;
b) 22, =2n+2=8 ebbdl kovetkezéen n=3;
¢) 1570, =n’ +5n° + 7n = 888, szorzatta alakitas utan n (n2 +5n+ 7) =3.8-37
— ha n paros, akkor a zarojelben 1évé kifejezés értéke paratlan, ebbdl kovetkezden
n=8és n’+5n+7=111, ami valoban teljesiil n = 8 esetén, vagy
n=24¢és n*+5n+7=>37, ami ellentmondas;
— ha n paratlan, akkor a zargjelben 1év6 kifejzés értéke is paratlan, de igy a szor-
zatuk nem lehet 888.
A kijelentés tehat a 8-as szamrendszerben igaz.

265. A szamok értékét a tizes szamrendszerben felirva az allitasok:
a) x+3+2x+4=4x ebbdl kovetkezéen x=7;
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b) (x+2)(2x+1)=2x" +5x+2, ami azonossag, tehat barmely, legalabb 6-o0s alapa
szamrendszerben igaz az allitas (hiszen kisebb alapt szamrendszerben nem sze-
repelhet 5-0s szamjegy);

¢) X +x"+3x+2— (3x2 +x+ 3) =3x” + x+4, ahonnan szorzattd alakitassal ado-
dik x = 5.

266. a) Megkeresve az egyes betlik angol abécé szerinti sorszamat:
T: 20. betli = a kddja: 202,
A: 1. betll =a kddja: 1,
N: 14. betti =a kddja: 112,
K: 11. betli = a kddja: 102,
igy a TANK sz6 kédolva: 2023131123102;
b) Kiolvasva a karaktersorozatbol az egyes betiik sorszamat:
l.beti: 2=2 — B,
2. betli: 200=18 — R,
3.beth: 1=1 — A,
4. betli: 211=22 — V,
5. betli: 120=15 — O,
Osszeolvasva a kapott bettiket a kodolt sz6: BRAVO.



5. Fiiggvények —- megoldasok

5.1. Bevezetés a fiiggvénytanba

267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

274.

275.

Pl. egy ember testmagassaga fligg a taplalkozasatdl, az ¢letkoratdl, a sziilok gén-
jeitdl, stb. ...

a) PL. egy elektromos mezében egy elektronra hatd eré az elektromos térerdsségtol
fligg.

b) PI. a testek lendiilete a test tomegének és sebességének fiiggvénye.

¢) Pl. az idealis gazok nyomasa a térfogatuk, az abszolit hdmérsékletiik és az anyag-
mennyiségiik fliggvénye.

— egyvialtozos fiiggvény pl. a négyzet teriilete (T (a)= az);

— kétvaltozos fiiggvény pl. a forgashenger térfogata (V (r,h)=r'n ~h);

— haromvaltozos fiiggvény pl. az altalanos haromszog keriilete
(K(a,b,c) =a+b+ c).

a) fliggvény; b) nem fliggvény (egy filmnek lehet tobb forgatokonyvirdja);
c) fliggvény; d) fiiggvény; e) nem fiiggvény (nem mindenkinek van munkahelye
és egy embernek lehet tobb munkahelye).

a) fiiggvény, értékkészlete: R* U {0};

b) fiiggvény, értékkészlete: R;

¢) nem fiiggvény, mert a 0-nak nincsen reciproka;

d) nem fliggvény, mert van olyan szdm, amihez t6bb szamot rendeliink;
e) fiiggvény, értékkészlete: Z*;

f) fiiggvény, értékkészlete: {1};

g) fiiggvény, értékkészlete: N.

¢), e), f), h), ).
a), b), d), ).
a), b), c).

a) Pl. a négyzet teriilete az oldalhosszanak fiiggvénye.
b) Pl. a kor kertilete a sugaranak fliggvénye.
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¢) PL. a haromszog teriilete az egyik oldalanak és a hozza tartozé6 magassaganak a
figgvénye.

276. A megfelel6 koordinatdknak a hozzarendelési szabalyba torténd behelyettesitésével:

1 5
a) y=——-3+4=25 = 4|32,
)y 5 ( 2)
1
0:—5~x+4 = x=8,azaz B(8;0);

hasonléan C (9; - %j ;

1 - 5.4).
b) A(—3, 2), B(0:-2), C(2’3j’

c) A(7:4), B(43), C(ﬁ,&j
9 3
277. a)
4 tajolsag (km)

\
eltelt i (pra)

05 15 5 3’,5 45

b) A grafikon meredeksége a kerékparos sebességét mutatja.

278. a)

1} Altol yalo tavolsag|(km

eItFI \dé (0ra)

5 15 5 3’,5 45

. 25
b) A masodik 6rdban 25 km-t haladtunk, igy a 90. perc végén 15+? =27,5 km
tavolsagra vagyunk A-t6l, a 150. perc végén, azaz 2 és fél 6ra mulva pedig épp
letelik a masodik pihendnk, tehat 40 km-re vagyunk 4-t6l.
40 km km

~26,7—.
I,5h h

¢) Visszafelé a sebességiink:
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279.

3

3

P

ES

280. PREEE

fizetendd 6sszeq (Ft

[
4666
2666
lebgszélt
idé |(perc)
50 100 100

281. a)

A-0l valo tavolsag (km)

talalkozas

NIZ\\lar

idé

ora

==
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b) A két grafikon metszéspontjarél a talalkozas helye és ideje olvashato le.
x-szel jelolve a talalkozasig eltelt id6t: x-60 =300 —x-90, ahonnan x =2, vagy-
is az indulds utan 2 oraval talalkoznak az autdbuszok; y-nal jeldlve a talalkozas
helyét: y = 60-2 =120, vagyis 4 varostol 120 km-re taldlkoznak.

282. a) ] b) ;
h |, .
\ -
9 //
\ _|-
\y -
\ pa —
2 3
\ - 4
~ >
5 3 [2 [ A
sl T e ey i _ X
H i
g e \ =
~ = A ///’
v - -
_ - |
fl \ o
it
=
c) m <y
\ ~ Y
5
N
R AN
3
ni~<
<
~
~ AN
~d AN
\\ >
5 |4 -3 [2\|[1 TSR PB4 ] x
\ ~
\\
A —
—4 \

A h, I, m, n figgvények grafikonjanak meredeksége negativ.

283. Hasznaljuk fel, hogy az els6fok fliggvény altalanos hozzarendelési szabalya
f(x):a-x+b, (aiO)!

a)4=a-0+b
—2=a- (—4) +b
3
az egyenletrendszer megoldasabol b =4 ¢és a = % adodik, igy f (x) = Ex +4;
b) f(x)=—x-2;

x+13

¢) /(x)="=—
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284. a
) non ngik‘ (A) kikotétol
al6 tavolsag (km
B)270 \ s
gt e
i’
‘alalkozas
100 ,,
7| f(x)
50 >
4 eltglt
wl.” id6 (Ofc)‘
1 2 3 4 5 6
®) O] (10) (1) (12 (13) (14)

b) Jeldlje x a talalkozasig eltelt id6t (8 oratdl szamitva)!
x-45=270 —[x —%j -60, melybdl x = % adodik, azaz kozelitéleg 10 ora 51

2 900
perckor talalkoznak, az egyik kikot6tol 7 45 = - ~128,6 km tavolsagra.

¢) f(x)=45x,ahol x €[0;4] ¢s

g(x): 270_60[)5—%) =—60x+300, aholxeB; 5}.

285. a) A csdvek percenként 1,6-10* dm® =16 m® térfogatot toltenek meg vizzel, ami
16

16-50

sziikséges 1d6 70 =150 perc.

=0,02 m=2cm-es vizszintemelkedést jelent percenként. A feltdltéshez

||
vizmagassdg (cm)

00

=1
=1

)
-3

(perc)

50 100 150

b) f (x) =2x; 3
c) A keresett idot x-szel jelolve: 7 300=2-x, ebbdl x=112,5 perc.
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286. a)

o] glertja |
\niagai;ség\a (cm)

N
~

~
N

5 N gltelt/idé
< _(ora)

1T 12 |3 |4 |5 (6 |7 (8 |9 (10 |11

b)f(x):12—%x és g(x):IS—%x.
¢) D, =[0;8]; R, =[0;12] ¢sD, =[0;10]; R, =[0:15].
d) g(x)=2-f(x), azaz 15—%x:24—3x, ahonnan x = 6, tehat 6 6ra mulva lesz

az egyik gyertya hossza a masik kétszerese.

¢) Sohasem, mert a két grafikon egybeesne, azaz a gyertyak mindig ugyanakkorak
lennének.

5.2. A fiiggvények abrazolasa, jellemzése

287.

‘\ \\ s f I ‘\ : l’ /
AN /1 ol
\ l \ /7
‘ Bl 2 |\ 2 Py
MR 1l fe fax /: \ k
V| |/ A
\ L / / . \
N i 4

-4
! \
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288.

¢)

d)
y A yo 3
\/ Ve nil | \ iy ;
\ Il \\ ," 77’, \ 6 1‘ :"’
\ /:I\‘ ‘\ ," ,' \ 5 /“‘ H
) \ \ i ) . \ q i
P \ ! ,I p 3 \ "
\ / R ‘\‘\ :I \ / \‘\ '/’
\ / \ I/
! ) N L/ ! |/
-5 -4 -3 |2 |1 12 4 5 |6 ; I I j 12 3 4 5 |6y
Szélséértekeik:
— maximuma csak a k fliggvénynek van: k(O) =0;
—minimumok: 7 (0)=0; g(0)=3; h(0)=—4; i(0)=0; ,(0)=0;
I(—3):0; m(4):0; n(2):O; p(—2):0; q(3):0.
b)
vt all I v
‘\ i l"\ \ fl l’ (Y \ r I
v 3 R \ / i \“ \ 'f: :"
\ L \ / / o, ) "; 9 /
‘\‘ III ‘\‘ Illf1 \ “. \ Ill J /
) ! ! \ Y vl L
\\ /, ,, - \ \\ I’ \\ [ I’
3 2 [ 12 |3 5 6 |Xx NS | S _
6 A5 -4 -3 |2 —14 1 2 x
Zérushely: £(5) = 0. \ P / -2

Zérushelyek: g(-1)=0¢és

2(=5)=0.
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A <
— —_—
E S - | = —
=== —
4-<d_ | — -
- L — © k-
| —T It PO -7
o | .-
~ 1.7
/\4
“te-b. RN
3=~ - _F ~ S~
. S~ -da
_d--1" S —
_--" ~ —
N I
2 o ® O+ b q A=t o6 9
\\\\ o
- )
-~ - -T ()
- ]
[
~
A > L —
B o~ —F |
=<2 — ~
~4o L—F- o=
~ -7 = <4
< =
- O »n
’ > 0
- _—
& O N R A T b [P
> PN N ! <
P ~< [22)
o - T~
<|__4- o T~ ol
- = —r O
N <

<)

=0.

0ési(7)

Zérushelyek: i (1)

>
©
Ya w
So =~ hd
e
<53
N o
S==da N
e [
\
™
K
/
-~ /
==~ 1
o -
~Ll--T" i
-
T
- hij
\\\
-1~ ?
\\\ ©
- 1
~
i

e)

=0.

06s/(2)

Zérushelyek: j(-2)
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\ Y4 ! ! g)*i) y 4
\\\k “% Il', I"l \ 4:3' //(X)=(X 1)2+3
‘\‘ ‘\‘ 'l, 'l,k1 \ q /
\| \j U U l\ . /
‘\\ ‘\\ II’ II’ \ ’I
\\ \\ II k II \ cl
‘\ P ‘\ II II \m
NS \\m(x) = 2x+3)-8 \
3 2 | v 2‘\:\ 4 5y i
MW | I,
I'I / ‘.\“ \ I1,
i / \
H 'l\\‘k2 b6 |5 |4 |3 |2 76 1 3 |4 |5 6\7 8y
M A \ I,
! | \ [IL1 | nw=rlesp+as \n
| WY \\ / . \\
Zgérushelyek: °
k(1)=0¢ésk(3)=0.
| \
/ \
Zérushelyek: m(-1)=0¢ésm(-5)=0
n(3-V13) =0¢ésn(3++13) =0
%/_J %/_J
—-0,605 +6,605
289. a)
‘ /m
sebesség | < |
~—
- gokm_90m_,.m
-y h 3,65 S
v(t)=|v,~ja - { ™~
spkm_54m_, . m
h 3,6s S
eltelt | |
idd (s)
5 10 15 20 "

b) s(t):25t—%tz;
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C) A l{ ,
] megtett ut (m)
o s(ty=v+ 2/ =21+ 0
2 2 a
| o yd .
a= —0,5 —
s
—er
y, =252
150 S
. /
eltelt |
id6 (s)
2 |4 |6 |8 |10 |12 |14 (16 |18 |20
290. a) Ha a sebesség iranyat is Ha csak a sebesség
figyelembe vessziik: nagysagat abrazoljuk:
30‘ v (/s N RAWE
* i * B
1 2 ( 4 45 1 2 13 |4 |5
20T\ -0
5 125
b) h(r)=25t-5¢ :—S[t——j +==
2 4
c) P
magassag (m)
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
eltelt idq (s)
1 2 3 4 5 6 "
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291.

292.

293.

294.

d) Az emelkedés magassaga a h fiiggvény maximumanak értéke:
hmax =25 2:5 -5 2752 = 31;25 m.

mﬁgaéség (m) \ \ \
palya tét6pantja

/ \ R G N
2 2 a a

/ \ a=-0,52

2

/ \ Vo =25—
S

\ repijlési

tévqlség (m)

1 25 5 ‘

a) A fiiggvény nagyobbik zérushelye adja meg a repiilés tavolsagat, ami 5 m.

b) A legnagyobb magassagot a fiiggvény maximumanak értéke adja meg, melyet a
két zérushely szamtani kdzepénél vesz fel a fliggvény:
/(2,5)=2-2,5-0,4-2,5" =2,5, azaz 2,5 m magasan van a palya tetpontja.

a) A telek teriilete T(x) . 1202—x'

b) T(x) fiiggvény maximumanak a helye a két zérushely szamtani kozepe:
0+120

=60, azaz 60 méteres oldal esetén lesz a telek teriilete maximalis.

a) £(2)=2"+6-2+c=0, amibdl c =-16.

b) f(x)=(x+3)"~9+c, aminimum c-9=—4=¢=5.
c) Egy zérushely van,ha c—-9=0=c¢=9.

d)c>09.

Az ffiiggvény képe egy felfelé nyilo parabola, mert a masodfoku tag egyiitthatoja

pozitiv. Alakitsuk teljes négyzetté a kifejezést!
2 2

f(x)z(x+§j —%—i—c
a) A fuggvény minimumhelye x = —g =-2,ebbdl b =4. A minimum értéke
2
c——=-5,amib6l ¢ = —1.
4

b) f(1)=1+b+c=0; f(3)=9+3b+c=0. Ezekbdl b =—4 és ¢ =3.
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¢) Ha a minimumhely nem nagyobb —2-nél, akkor az adott intervallumon szigortian
monoton novekvo lesz a fiiggvény. Ez b > 4 esetben teljesiil, ¢ értéke tetszéleges.

295. f(-2)=4a-2b+c=0; f(4)=16a+4b+c=0; f(0)=c=-6.

Az egyenletrendszerbdl a = Z; b= —5; ¢ =—6 adaddik.

296. a) b)
y v ’
& —g———_—___f * i
AT T // ;
- 7 1
= /250 N AU SUUO SO BT
2 2 |4 |6 |8 (10 [12 XV ------------
E—— T plals e 7 s oy
— h
~
~—__ [k
D, =D, =D, =R"U{0}; D, =D, =D, =R"U{0};
R, =R"U{0}; R =R"U{0}; R, =R"U{0};
R, =[20[; R, =[-6:0]; R, =R U{0};
c) d)
YA I_L-+- Vo -
‘n\\ T .m L — q| -
Rl — -
10 -8 |-6 |4 |2 2 |4 |6 (8 |10 12; ,’
- 7574737211 L A L I
D,=Dm=R+u{O}; Dn=R_U{0}; Dpz[—S,OO[; Dq:[2,00[;
R =R*U{0}; R, =R"U{0}; R =R U{0}; R, =R"U{0}.

R, =R"U{0};
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297. Az abrazolast transzformacios 1épésenként hajtsuk végre. Az alapfiiggvény minden

esetben az X > V/x fiiggvény.
a)

y A
f T f
5
) fw___ L
I 5 e
; 2 1 123 als o |7 3; fl(x)zx/m; f(x)z\/m+3;
: D, =[-3,0[;
b)
y A __qﬂ__
: N MRS Sl O 55
4 e s o 7 fs fo [0,
™~
; ~7 g(x)=vx-4; g(x)=—J/x—4;
c)
V] T
6 e J-- At
:"—— // h N
2 2 |4_aeT8 |10 [12 |14 |16 [18 |
) hl(x):2\/;; h(x):z\/;_@
: X =9
d)
J’o\ i
AN 3 g
/n SN ll(x):\/_x; iz(x):_\/_x’
Ll G 72 T L O O A L () \/_+2
-1 i(x)=—-x+2;
AT " R,=]—oo;2]
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e)

Jo-L. y )
Lo .
At ) =R ()= (-5
\\;,/ T R j3(x):«15—x—2; j(x):‘sIS—x—Z‘;
s |4 |3 |2 |1 LN Fan N A R
N sz€ls6érték: minimum k(l) =0, maximum
Is ningcs;
f)
Y .- --F-Tk,
j ,-":_—::-:' -1 Ky
R ‘,~ 2 4 6 8 10 (12 |14 ;
BRI \\”2 kl(x)zx/ﬂ; kz(x)z—\/z; k(x)z—\/g—ii;
8 P Dk :[O;OO[; Rk :]—oo;—3]
298.
a)
S| g A .
I 40 al
S \: v
N N .
\ B ’
n < K
A n 7/
N s~ ’l d
o Twolsle [+ 2| |2 s J6 s |o v, —az f. g h fiiggvények pérosak, és a
L ’ ]-0; 0]-on szigortan monoton csok-
sl A kendek, a [0; o[ -on szigorlian mono-
ton novoek;
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<

oy

>

®

S 2.
v

b

S RS

i<

=

o)

=

PN

>

ES

—azi, j, k figgvények parosak és az i és
J fiiggvények a ]-o0; 0]-on szigortian
monoton csokkendek, a [0; OO[—on Szi-
gortian monoton novoek;

—ak fiiggvény a ]—oo; 0]-0n szigortian
monoton novo, a [0; oo[-on szigoruan
monoton csOkkend;

— a fiiggvények nem parosak €s nem pa-
ratlanok;

—az [ fiiggvény a ]—oo; 6]-on szigortan
monoton csdkkend, a[6; o[ -on szigo-
ruan monoton novo;

—az m fiiggvény a ]-o0; —3]-on szigo-
ruan monoton csokkend, a [—3; 00[—0n
szigorian monoton nova;

—az n fiiggvény a |-o0; 5]-on szigortian
monoton csdkkend, a [5; o[ -on szigo-
ruan monoton novo;

— a fliggvények nem parosak és nem pa-
ratlanok;

—a p fiiggvény a ]—oo; 3]—0n szigorian
monoton csokkend, a [3; oo -on szigo-
raan monoton novo;

—a g fiiggvény a |-o0; —4]-on szigorfian
monoton csokkend, a [—4; 00[—0n szigo-
rian monoton novo.
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299. Az abrazolast transzformacios Iépésenként hajtsuk végre! Az alapfliggvény az a)-f)

. 1
esetbenaz x > |x| ,ag) ésh)esetben az x> x” végiil az1) és j) esetben az x > —
fliggvény. *
a) b)

. Vo fl, v A\g Y ,
* 10 0l 14
4
~ ™ ’ Ay g
R .
. . . * o ! Y1
~ v . N A ' /|
~ . N Ay ’ "
.~ " ’ £ \ 10 !
T ~ , T ’ .
~d N K il- . \ , 219,
So . . - ~ o I ‘
~ 4 - Y A .
Ss AN e P . \ . .
Fao] s ST A . A ’ 4
N — P —
7 K = N ;
Sl NED .
Ll s‘ ‘-' . 'l
10 [8 |6 2 2 6 (8 |10 JN Y S
o X s
—
1018 |6 [4 |2 2 |4 f6 |8 |10y
5
. y h N y 4,
. |-
10 < T
< 7 s y
R . . ,
hd 10 i &
N 16 7 I~ 7 ’
. N . AN o . S
. . . . \ 5 T
< N & v T N YRS K J]
.~ A - . . 1 ~ ~ v 4 ‘
4
h Y N , , . . N . L
.~ * ~ ’ ’ — N ’ n
= = 4 - - Y v Y 7 37
hRFISN I s NG ] s DR N o
o) .
ST RN S , YA N, S
R '<~_¢ ok v ’ Ly .
s~\ ,’t s: ’z
8 6 4 |2 2 |4 |6 |8 |10 [12y N
o
i
8 (7 |6 /15 4y |2 1|2y
7/ B \
i , s

7
N VA ) . y k|,
.
6 ’ / ~ 6 .
A ’ .~ ’
. . . .
4 v < 5 " i
M . . .~ . 0 »
N . N . .
19 4
T ’ ‘. .~ ~ -' . ’
N s . / N N . .
. NP . AN N N . .
< N 3 7 ~ ~ v . .
N . N . .
. o . . N . . .
~ AN v ’ 0y N ’ ’
N . k (S MR .
N N X
N v N ’ Ny N ’
N SRR
N . . . “le SR _
~ " £y ’
N RN K L .
J. R , 6 (o4 F8 2 MLt 2 3 jay
4
.~ ’ ~ 7
: 1 N K,
. . N A
N .~ N
10 |8 |6 |4 2 14,6 M8 (10 |12 | |16 |18 Sl
o S X
’ N i
4 ‘ hd
. o ’ ~
j 1L N
61— 1
| 2




[ 5. FUOGGVENYEK — MEGOLDASOK

g h)

. y A A \ YWt o
5

, -2 ‘;1< T3 4y
- :
3 P2 M T2 3y Y\ /m,
— ; 2
\‘ II n“ l,
A s T =0 N A
Y L
= —
N ;
|
hN P
1) i)}
H y A VY |
o ic !
I ' A\
\ b .
/ \ L D \
R0 v v
. \ ] — |
1 - o N \ —
[ [~ D — ] Py
- — m— 14 S N
i E v R ST Tl 34y RRINY I ISR W
B i FEEET ekl SRR P PR P PR PR PO P
y 3 < 2
v 4 \-. o
A 5 i
0 o Y W
\ \ \ .
1 i
' '

V4

a)

y
) f
5 4 |3 2 1 2 SVX
= () 0, ha x<0
S f(x)=
2x, ha x>0

Az ffiggvény a ]—oo; O]—on konstans, a [O; oo[—on szigorian monoton novekvo.
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b)

-4 3 2 1 1 12 |3 |4 |5 |6 |X

2x, ha x<0
0, ha x>0

- g(x)= {

A g fiiggvény a ]-o0; 0]-on szigoriian monoton névekvd, a [0; o[-on konstans.

©)

—2x, ha x<-2
* h(x)=44, ha —2<x<2

s L4 L3 2 |4 12 3 |4 Jsy 2x, ha x>2

A h fiiggvény a |-o0; —2]-on szigortian monoton csdkkend, a [2; 2]-on konstans
és a[2; oo[-on szigortian monoton novekvo.

d)
VA
8 6 |4 :z" 2 |4 6 8 10; -6, ha x<-1
4 o i(x)=42x-4, ha —1<x<5
’ 4 6, ha x>5

Az i fiiggvény a |—oo; — 1] és [5; o[ -on konstans, a [-1; 5]-on szigortan monoton
novekvo.
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e)

\Ls
A
” —3x+1, ha x<-1,5
J(x)=4x+7, ha —1,5<x<4
FRTERT P PR P 3x—1, ha x>4

Aj figgvény a }—oo; —%}on szigoriian monoton csokkend, a [—%; oo|:-0n szigoru-

an monoton novekvo.

f)

\ . / x> +2x, ha x<-2vagy x>0
k(x) =

4 |3 |2 |1 1 |2y —x2—2x, ha -2<x<0

A k fiiggvény |-o0; —2] és[-1;0]-on szigortian monoton csokkend, a [-2;—1] és
[0; o[ -on szigortian monoton ndvekvé.

2)

/ 1/ —x-5, ha x<-3
.1/ x+1, ha —3<x<0,5
I(x)=
VAR 5x—1, ha 0,5<x<1,5

x+5, ha x>1,5

Az [ fiiggvény a |—oo; —3]-on szigoriian monoton csékkend, a [—3; oo[ -on szigortan

monoton ndvekvo.
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301. A feladatban szerepld 6sszes fliggvény linearis tortfliggvény, amelyek képe hiperbola.
a)

y

19

D,=D,=D,=R\{0};

- R, =R\{0}; R, =R\{4};
B R, = R\{—S};
b)
y i
5t
H
S
........ kLot =
S5 R T s e X
\ DiszszzR\{O};
- R =R, =R, =R\{0};
c)
bt =
! : m,
N 1l
12 =10 |-8 35\ -4 —i 27y |6 (8 |10 (12 |X
M D,=R\{-4}; D, =R\{s};
° ! R =R\{0}; R, =R\{0};

A megadott fliggvények paratlan fliggvények.
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302. Az abrazolast, hasonléan a 301. feladathoz, transzformacios lépésenként hajtsuk

1
végre! Az alapfliggvény minden esetben az x — T fliggvény. Az atalakitasok utan

a kovetkez6 grafikonokat kapjuk.

a)
AT
I
Nl
N\
N
f N
\ .
5 |4 3 [2 11 12 3 4[5y 1
—t —_— 2’
) f(x) 2x+
-3 R, = R\{2};
b)
vk
—10—8—6—4—2\2 4 6 |s 10;
L= 2
9 T TN g(x):;—4;
B
40\ ]-o0; 0[ és ]0; oo -on szigoraan
‘ monoton csokkeno;

T

_-———’/
|
oyl
—_
=
~
Il
\'P—‘
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—

i(x):

— 1 1

1 1
s
x=5 2

zérushely: x,

2

. (x)=2—_2

- ](x) x+1’

B R, :R\{2};

d

|

k

N k()= 3-3‘;

| X

; 1 > sz¢lséérték: minimum k(%jzo;
- 3 14 |5y 3

maximum nincs.
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303. Hasonldan jarunk el mint a 301. feladatban. Az atalakitasok utan a kovetkezo grafi-

konokat kapjuk:
a)
yc ‘I
A
-h_N\ —r
_5-4-3-2-X 12345;
| h(x):l+2;
| ¥
B D, =R\{0}; R, =R\{2};
b)
Y A
d
/
1 / X
5 4 -3 |2 —j I 112 |3 |4 |5 |6y
_ i(x)=3-—;
] D, =R\{0}; R =R\{3};
¢)
Y 4
|
|
— j(x)=‘——2‘;
-5 4 -8 |2 1 2 3 |4 |5 |6y
] D, =R\{0}; R, =R"U{0};
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d)
V4
\ .
SRR 1l A e T [sx
AN i
i k(x)= -3
5 \ (x) x—4 4
N \ D,=R\{4}); R, =R\{-3}.

304. a) forditott aranyossag;

b)
. 1 munkaidd (h)
12
) x
4
x z
5 X % x murkasok |
TAX % x4 x o  [szama
2 2 |4 [6 |8 |10 |12 [14 |16 |18 [20 |22 |24
305. a)

A mehetids (1)

sebesség [

20 40 60 80 100 120

b) t(v):ivo; D=[40;80]; R=[3;6].
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ax+b

306. Keressiik a linearis tortfliggvény hozzarendelési szabalyat f (x) = N alakban!
X+c

a) Az értelmezési tartomany miatt ¢ = —2, f{0) = 6 miatt b = —12 és f(3) = 3 miatt az
5x-12

a = 5. igy a keresett fiiggvény hozzarendelési szabalya: f (x) = 2
X—

12
b)/(x)=0, ha x=—.

307. Racspontnak hivunk egy pontot a koordinata-rendszerben, ha mindkét koordinataja
egész szam. Alakitsuk at a hozzarendelési szabalyokat! Hasznaljuk fel azt, hogy
egy tortkifejezés értéke akkor egész, ha a nevezo értéke osztodja a szamlaléénak!

1
a) 3+— egész, ha x osztoja 1-nek. Ebbél x = 1 és x =—1, azaz 2 racsponton megy

at a fliggvény képe.
b) 2+ 5 = x- 3|6. Mivel a 6-nak 8 db egész osztdja van, ezért a fliggvény képe

8 racsponton megy at.

7
c
)2

- X

—2 = 4 racspont.

e
N 4

309. A kapott test egy négyzet alapti hasab, amelynek alapéle 18 — 2x, magassaga x cm

hossz.

a)V(x)= x(18—2x)2 =4x’ —72x" +324x 0 <x <09.

b) V' =2-2x-(9-x)-(9—x), ahol minden tényezé pozitiv. Hasznaljuk fel a szdmta-
ni és mértani kozép kozti egyenldtlenséget!

J2x-(9-x)(9-x) SL;H-%C=6,azaz

i/z <6, amibdl V' < 2:6°=432.A térfogat maximalis, ha 9 — x = 2x, azaz x = 3.
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A legnagyobb térfogati dobozt akkor kapjuk, ha 3 cm élii négyzeteket vagunk ki
a sarkokbol.

310. A négyzetgyokvonas definicidja miatt 0 < x (10 — x), ezért a fliggvény értelmezési
tartomanya a [0; 10]. Mivel mindkét tényez6 nemnegativ, ezért felirhatjuk a szam-

. o T 1 " . x+10—-x
tani és mértani kozép kozti egyenlbtlenséget. x(]O—x) <—

=35, ahol az
egyenldség x = 10 — x esetén teljesiil. A fliggvény maximuma az 5, amit x = 5 esetén

vesz fel. Mivel f{0) = f{10) = 0 és a fliggvényértékek nemnegativak, ezért a fligg-
vény minimuma a 0.

311. Mivel x > 0, hasznaljuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenldtlenséget!

9
e 9 9 " 9 o
3 > [x-— =3, azaz f(x)=x+—2=6.Egyenléség akkor van, ha x # —. A fiigg-
x X X

vény minimuma a 6, amit x = 3 esetén vesz fel.

312. Mivel a teljes értelmezési tartomanyon f pozitiv, ezért a sz¢élséértékeit ugyanott ve-
szi fel, mint /.

fz(x):x—2+2\/x—2-x/6—x+6—x:4+24/(x—2)(6—x)£4+2-x_22$:8,

ahol az egyenldség x — 2 = 6 — x esetén teljestil. A fiiggvények maximuma

f@é= 2/2. Miésrészt f2(x) > 4, azaz f(x) > 2. A fiiggvény minimuma £(2) = f(6)
=2.

313. Az allitasok koziil hamis: b), ¢).

314. Hasonldan jarjunk el, mint a 299. feladatban! Az atalakitasok utan a kovetkez6 gra-

fikonokat kapjuk:
a) b)
\r L / ’
\ L/ g
= M~ N
5 4 |3 |2 |1 12 PT—5 X
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c) d)

-3 -2 T2 3 |4 5y

—
» e g

5
[

315. a)

2! 1B #x D, =R"; R, =R"; zérushely: nincs, szélséérték:
nincs, menete: szigoruan monoton novekvo.
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b)

CHEN N S

D, =R uU{0}; R, =[-1;[; zérushely:

2 3 |4y X, =-2;széls6érték: minimum g (0) = -1,

maximum nincs; menete: szigordan monoton

csokkend.
c)
VA
k
2 2
- 2 & |4y Dh=[—3;3]\{0}; Rh=:‘—oo;—§ U g;oo ,
2 zérushely: nincs; szélséérték: nincs; menete:
) [-3;0[ ¢s ]0;3] -on szigorian monoton névekvé.
d)
v A
///
4 —
» D, =R"; R =]2;0[, zérushely: nincs;
" 2P P 8T Bx| széls6érték: nincs, menete: szigoruan
monoton novekvo.
e)
y

&

LS

D, =[-3;3[; R, =[0;5]; zérushely:x, ==2; x,=2;
szélséérték:  minimum j(-2)=/(2)=0; maximum
J(=3)=5;

menete: [-3;-2] és [0;2] -on szigortan monoton csok-
ken6; [-2;0] és[2;3[ -on szigoraan monoton novekvo.
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316. A megfeleld hozzarendelési szabalyok:

a)C b) A ©)B d)D
317. f(x) = g(x), ha
a) x=1 b) x=—-4;x=-1
y A y A
g\ /, ~ g 5
4 ’, f\\ 4
= - 4
R ,/ \\
4 N
Y ~ N
,/ \\\
4 4
|, ' ~N
4 \\ >
4 13 g7 1 3 4y 5[4 |3 2 [ 1oRNE 4 |5y
7 N K S~
v 5 N
[ i ~
s : \
c) x>3 d) x=-3;x=3
y \ y A g
3 v 7 +
\ !
LY y & 1
N \ /
4 \ 5 1
f - g \ 4 z
M T T2 B4 |5 46y \ . /
=t L~ \ 7
5 - N /
- Pl N
4 \ ’
—34—=" ~
Iat S~ |7 >
Eac!
- 5 |4 |3 2 | 12 3 |4 |5y
e) x=—Lx=— )x=Lx=-2
Y]
TN/ ’
1
A 3
\ g 4=
92 9 — = T
\ | -
4 \ el I
~Lol fle”
&14’*,3~,7\ / 1 12 13 |4 5; -4 -3 |2 :11 12 3 |4y
\‘ N
/ A
\
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g) x<—-1vagy3<x

y
L f
N g
L4 bs [2 [ Tl fs foy
318. flx) > g(x), ha
a) x>-2 b) —-1<x<l1
y \g VA /
3 4
. v, N
vl 8
4 - \ o, l/
: X /
/,’ \
s s fe [ uTl poja fsy f N R
g 1= 4 3 l2 M 12 3 4[5k
< e
c) 2<x<2 d) x<lvagyx>2
g y y !
6 6 |
5 5 '
4 4 \
\
<= 3 3 \
=< \
f =t 5 —
) ~ o B . i
b N f "1 g
6 |5 4 3 |2 |\ 12 3 fay gbs s [4 [3 [2 |1 Wil s |4 |5y
— =T \‘
2 P '
|
31\ -3 !
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e)x<0vagy x>2

VA 3 l
N d
\ N ’
\f ” d
N Y z
\\ // : 7
\\ // 'r\ /,
sfs afs e T 1 o s Jo [5y
; -
319. fix) <0, ha
a)x<3 b)0<x<l
Y y
. ol
“ _ ]
s |4 L3 [2 L1 L1 s [+ |5 |6y
1 f
] _r) — 1| 1
s [4 [3 L2 1 5 |6 x
c)—4<x<0 d)4<x<6
y | y
S 1 2; 1
\ ’Z -1 12 |3 8 9;
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e)x<-3vagy x>5

y A
-8 -2 1 12 |3 |4 6 |7 |8y
320. g(x) >0, ha
a)x<l b)xeR\{O}
v y 4

P O G )
[ ——

Iy I e —
=2 b6 |5 14 |3 [2 [ 12 fs 6y
c) x>1 d) x<-lvagyx>5
2 / v §
/ T~ I |~
3 e I~ 2 a7 |5 6«
s 2 [4 12 sy =
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321.

322.

323.

324.

D,=R,D, =R\{0}.
F(f)=2(2x-1)-1=4x-3, D, =R:

x+1 x+2

f(g(X))=2~T—1= o D, =R\{0};
2x—-1+1 2x 1
=== , D, =R\:-1;
= " «/ {2}
x+1+1
2x+1
—__X — — _1-
g == =" D,., =R\{-1;0}.
X

f(g)=v2-x"+6=8-x",  D=]-2].

Egy-egy lehetséges megoldas:
a) f(x)=x% g(x)=2x+1; D, =D, =R, ekkor i(x)= 2x+1; D, =R.
b) f(x)= 2|x|—4 ; g(x)=x-3; D,=D, =R, ekkor i(x)= 2|x|—7; D, =R.

c) f(x):%, Df:R\{O}; g(x)=x"+4, D, =R, ekkor

i(x)=¥+4, D, =R\{0}.
X
d) f(x)=+x, D,=R}; g(x)=x"+2x, D, =R, ekkor
i(x)=x+24x, D =R:.

Mivel mindkét esetben az Osszetett fliggvény elséfoka, ezért g(x) is els6foki. Le-
gyen g(x) = ax + b!

a) f(g(x)) = 2(ax+b)+3 =2ax+2b+3. EbbdSl 2a = 3 és 2b + 3 = 2, amibdl

3 1 3 1

a==,b=——. Akeresett fliggvén X)=—x——

5 > ggvény glx)=2x—7

b) Hasonl6 mddon kapjuk, hogy g(x) = %x —%.



6. Egyenletek - megoldasok

6.1. Egyenletek grafikus megoldasa

325. Vegytik azt a két fiiggvényt, amelynek hozzarendelési szabalyai az egyenlet két ol-
dalan allo kifejezések! Abrazoljuk kozos koordinata-rendszerben a két fiiggvényt!
A kozds pontok elsd koordinatai adjak az egyenlet megoldasait. Behelyettesitéssel
ellendrizni kell.

a)x=1 7
g . ad
" /|
flz
3 7
4
4
4
4
7
2 H 1//2 3 |4 |5 |6 |7 |8 9;
N
P
1
b) x=——
2 Y 4
N i
N
N
(-0}5; 2)/~
\|
N\
L 1N e s e 7 fs Jox
A
_ N
326.a)x=-1;x=4 X2 ;

6 X
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b) Az egyenletnek nincs megoldasa.

y! -’
4 ,’
3 7
2 // N
1 4
v
N S < I A o B (VR Y 4V 4 |5 X
2/ \
// -2 f
9 2]/
AT
4
4
327.a)x=-4;x=4
y4 L
5 e
5 ’,’
f _rT
/// 3
kel s}
L~ =t Z
g
1
o4 =8 2 -1 fo 1 2 4 |5 GVX
-1
-2
b) Az egyenlet megoldésai a 4-nél nemnagyobb valds szamok.
y g /’
8 ,’
7 7’
’
6 7’ (41 0)
7’
5 .
’
4 7
rd
3|,
;l
B

y >

oo 1t 2 3 |4 |5 |6
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328.a)x=—4;x=0

b)x=0;x=5

329.a) x=1

[ y
\ 4
\ 3
2 -7
(0;0,33) - 1
e
F10 8 7 st AF i oo o2 3 4 5 X
14" NEED |
L-T7 \ -2
g | -3
‘ 4
y -
4 47
(5:25) L~
3 —e<’
P
7 N 1
>
0; 00\ _-r
16 15 44 13 J2_4T 12 3 [4 |5 |6 |7 [8X
- i \
P
P 2 \
4
L S|
4 \
y /g
6 /’
5 /
/
4 /
/ —
f
8 / T
2 /,/
1 701
700
32 f e o4 s e |7 8 jo fo f1x
-7
7
2
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b)yx=2

330.a)x=-3;x=0

byx=-3;x=1

\ y
g~
NI
N
N
SN ////f
7.2 —
3 DK —
2 LT N
N
1 N
N
3 42 1 fo f1 2 13 [AN5 |6 7 8 |9 1X
A N
2 AN
VT
N\ oLl
N
N 5
—9; |
) \\ 4
\ 0
N
N2 4
A) (0'1\ 4
I\ ’
\
7]
6 5 4 83 2 H 0 [1vNJ2 3 |4 |5 |67 8 X
3 N 7
o NI
N 7
N Y
N 6 s
N ’
\\ _3; 4) 5 ,/
N 4 ’
\ ,
AN /7
N 7
2 RN NAd
N
’
46 45 44 43 42 1 0 |1 BB 4 5 6 |7 8
- ~
2 \\-
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)x=-2;x=2

| —
~
~

3Bl.a)x=-T;x=-3;x=-1;x=3

;2 32

byx=-4;,x=-1;x=1;x=4

. A e Nl @

9,7 -2
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332. Abrazoljuk a valds szamok halmazan ér- y
telmezett f'(x)= ||x -3 2| ~1 fiiggvényt!
Az egyenlet jobb oldala konstans, aminek .
megfeleld fiiggvény képe egy x tengellyel [N [~ /
parhuzamos egyenes. AN P
2 b e s s e |7 s 9;

Az egyenlet megoldasainak szama p-tdl fiiggéen:
—ha p <-1, akkor nincs megoldas;

—ha -1 <p <1, akkor 4 megoldas van;

—ha p =1, akkor 3 megoldas van;

—ha p=-1, vagy p > 1, akkor 2 megoldas van.

333. Az egyenletrendszerek mindkét egyenletébdl fejezziik ki y-t, és a kapott egyen-
leteknek megfeleld fliggvényeket abrazoljuk k6z6s koordinata-rendszerben! A két
egyenes metszéspontjanak koordinatai adjak az egyenletrendszer megoldasat.

a) A megoldas az (1; 3) szampar.
g(X)=r2x+5 [y /f f(x) = 3x

b) A megoldas a (3; —1) szampar.
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¢) Nincs megoldasa az egyenletrendszernek, mert a grafikonok parhuzamosak.

A A
5
SEE
il
G\\ﬁf §"‘~-___ _l
T --"'1.
To——.

334. a) Az egyenlet megoldasai: x=1¢ésx=09.

Y
5
N v .
N 4 s
N [ —
N WH+1 =T 719:4)
N
i N o
Z
N x4 1
1 AY /
N 4
2 h 1 BJas 6 7 (8 Joyx
=

b) Az egyenlet megoldasai: x =0 és x = 4.

A
2/z_x_2y4
S P) 42
M L
N /
Nz _
3 f2 [ Tole 3 4y

c) Az egyenlet megoldasai: x =-2; x=—1;x=1ésx=2.

]
|J3/ 16
L1\ X
N\
1:6)% 1 \(1:6)
/| \
\
JU N
7 * \
(-2:3) 5 \ (2:/3)
AY d 7, cd
fl \
T 2 t
T ] , \‘ T~
I’ V72 R
s e g e o [t oals o s Jox
; ~ v
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d) Az egyenlet megoldasai: x =2 és x = 0.

y
8
NI
N 7
> 6
: I
N 5
Y
N +
N\
5 h 5 24 4
(F279) S~ [T i
—T| N, +1
\ | ——
N
N
A >
65432-1[01\2345)(
N\
r \\

¢) Az egyenlet megoldasai: x = 3 és x = 4,5.

y:
\ [x73]
’7/1 -\1\ 2- E'X—G!
(3 0 /// A\ Ca \\\ 3
H oo 1 /2’ 3 14 |5 |6 |7 |8 |9°{1w0y
6.2. Az egyenletekrol
3 6
335.a) x=——; b) x =3; c)x=-1; d) x=—.
4 5
336 _7. b)x=0; x—é' d x——é
'a)x_ga )x_ ) C) 59 ) 2
5 .
337.a) x= 5; b) nincs megoldas; c)x=3;
1
d)x=-14; e)x=12; Hx=——.

2

338.a)x=4; b)x=19; c)nincs megoldas a természetes szamok halmazan;

d) nincs megoldéasa a megadott halmazon;
€) azonossag, x € ]—1; 8[;
f) nincs megoldas a pozitiv racionalis szamok halmazan.
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339.

340.

341.

342.

343.

A kijelolt miveletek elvégzése és 6sszevonas utan elséfoka egyenleteket kapunk,
amelyek megoldasa:
1 4
a) x=—; b) x=——; c)x=2; d)x=-5;
) 2 ) 9 ) )
8
e)x=0; fx=-1; g x=—; h) x =10;
21
i) nincs megoldas; j) nincs megoldas; k) nincs megoldas.
Egyszertisitsiik a tortkifejezéseket (nem ekvivalens atalakitas!), majd oldjuk meg a

kapott els6foku egyenleteket, é¢s a megoldasokat ellendrizziik!
a)x+3=3,amibolx=0; D=7\ {-3}

b) x —1 =x + 1, aminek nincs megoldasa; D=7\ {1}
c)x—2=2x+1,amibélx=-3; D=7\ {-2}

d) xT_lzx—S,amib('Slx=7.D=Z\ -1

Végezziik el a kijelolt mtveleteket, majd hatdrozzuk meg p értékét ugy, hogy azo-
nossagot kapjunk!
a) 7x—12+10p=7x-28 b)ng.
-12+10p =-28 15
10p=-16
8
P=75

Az el6z6 feladatbol kovetkezéen p # —%, illetve p # %

Rendezziik az ismeretlent tartalmazé tagokat egy oldalra, majd vizsgaljuk a megol-

dasokat a paraméter fiiggvényében!

a) (p — 2)x = p — 2 egyenletnek p = 2 esetén minden valos szam megoldasa, p # 2
esetén x = 1;

b) px = p* +3p, aminek p = 0 esetben minden valds szam megoldasa, p # 0 esetben
x=p+3;

c) (p2 - l)x =2p+2, aminek p = 1 esetén nincs megoldasa, p = —1 esetén minden
valos szam megoldasaésp # 1 ésp#—-1 x=——;

p—1
d)x=p—-1,hap#0vagyp=1.
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344.

Rendezziik az egyenletet x-re, majd vizsgaljuk a megoldast a paramétertdl fliggden!
a) x+l=px-p=(p-1)x=p+1, 1
p =1 esetben nincs megoldas, ha p # 1, akkor x = p—;

2 .
b) x:1+—1, igyxeZ,ha p—1|2, amibdl p =0 esetén x =—1; p =2 esetén x = 3;
p

p=3esetén x = 2.

6.3. Tortes egyenletek

345.

346.

347.

348.

Az egyenletek alaphalmaza ¢s a megoldasok:
a) xeR\{0} nincs megoldds; xeR\{3} nincs megoldas;
b) xeR\{l} x=0; xeR\{2} x=-2;

c)xeR\{—é} x=-5;
3
d) xeR\ {%} nincs megoldas.

Az alaphalmaz minden esetben x € R\ {4}
a) nincs megoldas;

- 3 .
b) 2x=6_ 0,a megoldas x = 3; ) 2 —1a megoldas x = —2;
x—4 x—4
x—4 ,
d) e 1, a megoldasok x e R\ {4}.
X—
Ko6z6s nevezdre hozas, majd rendezés utan els6foku egyenleteket kapunk.

a) (x+1)(x—6)=(x+3)(x—5) ebbSl —5x-6=-2x—-15 amegoldis x=3;
b) 9—3(x—2)=x—3,amegoldésng;

¢) 2x(x—=5)=2(x-3)(x+1),a megoldas x =1,
d) nincs megoldas.

Ko6z0s nevezoére hozas majd rendezés utan elséfoku egyenleteket kapunk.
a) 6x(2x—3)—3(3x—2) = 2(3x—2)(2x—3);
12x%* —18x —9x + 6 =12x* —18x —8x + 12, a megoldas x = —6.
Az egyenletnek nincs megoldésa a természetes szamok halmazan.
b) (3x+1)(x+2)—(2x—3)(x—2):(x—Z)(x+2);
3x° +7x+2-2x> +7x—6=x" —4,a megoldis x = 0.
©) (x+2)(x+3)+2(x+1)(x+3)=3(x+1)(x+2);
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x2+5x+6+2x2+8x+6:3x2+9x+6,amegoldésx:—%.

Az egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok halmazan.

d) (x=3)(x=2)—=(x+1)(x+2)=2x-26;
x> =5x+6-x>—3x—2=2x-26,a megoldas x = 3;

¢) 2—x(x+1)=(2—-x)(x—1),a megoldds x =1, ami az alaphalmaz miatt nem
megoldas.

f) x = -2, igy az egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok halmazan.

349. Alakitsuk a nevezdket szorzatta, majd a k6z6s nevezdvel valo beszorzas utan elso-
fokura vezetd egyenletet kapunk.

: : - : X e -3:3¢.
a) (x+3)2_(x_3)2_(x+3)(x—3)’ @\{ 3,3},
3(x=3)" —(x+3)" =2(x=3)(x+3);

3x7—18x+27—x*—6x—-9=2x>—18;

—24x+18=-18
3
x=—(€Q);
(<)
x1-3 1 _x+1_

b) - 0, xeN\{2};

(x—2)2 2(x-2) x=2

2(x*=3) = (x+2)=2(x+1)(x=2)=0;

2 —6-x+2-2x"+2x+4=0 = x=0(eN);
Hasonlodan jarjunk el, mint az a) és b) esetekben!

1
X = _; = —
c) 5 d) x=-2.
6.4. Szoveges feladatok
350. Az orszaguton 0,9 - 5,4 = 4,86 liter, mig autdpalyan 1,9 - 6,2 = 11,78 liter benzint fo-

gyasztottunk. A teljes 280 km alatt 16,64 litert, azaz 100 km-en kb. 5,9 liter 100 km-
enként.

351. Anna tippje a test tomegének 90%-a, Beaé pedig ennek 1,2-szerese, azaz a 108%.
A kiilonbség a test tomegének 18%-a, ami 0,5 kg. EbbdI a test tomege kb. 2,78 kg.
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352.

353.

354.

355.

356.

357.

358.

359.

360.

361.

A feladat kovetkeztetéssel megoldhato.
a) Ha a kislany 6 éves, akkor az anya 24, az apa 30 és a fiuk 6 éves.
b) Ha a fiu 10 éves, akkor az apa 50, az anya 44 ¢s a kislany 11 éves.

Legyen a kozéps6 paratlan szam x! Ekkor (x—2)+x+(x+2)=111. Ennek megol-
dasa x = 37. A harom szam: 35, 37, 39.

Legyen mindharom esetben a szamrendszer alapszama x!

a) 22 =8 = 2x+2=8 = x=3;harmas szdmrendszerben 22, =8§;

b) 11, =12 = x+1=12 = x=11;tizenegyes szamrendszerben 11,, =12;
c) 21, =7 = 2x+1=7 = x=3;harmas szamrendszerben 21, =7.

Az 500-as bankjegyek szama x, a 200-asoké 29 — x. 500x +200(29 — x) =10 000.
Ebbdl x = 14, azaz 14 db 500-ast és 15 db 200-ast kaptunk.

0,3x+15= %x ebbdl x = 200. A keresett szam a 200.

Legyen a két szam 2x, illetve 5x! Ekkor 2x+5x =5x—2x+ 28, amibdl x = 7. A ke-
resett szamok: 14 &s 35.

Jeloljiik az osztalylétszamot n-nel (n € N)! ln+0,6n+2 =n, amibdl n = 30. Az
osztalyba 30 diak jar. 3

Anna pénze: 3x Ft, Bea pénze: 5x Ft. A pénz atadasa utdn Annanak 3x + 500 Ft-ja
3x+500 2

Beanak 5x —500 Ft-ja lesz, igy ——— x # 100. Ebbdl x = 2500, azaz Anna-
5x—500 3’

nak 7500, Beanak 12500 Ft-ja volt eredetileg.

1. E:éz£ 2. m—6 9:10. A kilonkénti arak legyenek 6x, 9x és
246 12 12 12 Ft
3.6x+5-9x+10x = 2920, amibdl x = 40. Az alma egységara 240 — ke’

Az ardny
12x Ft! igy

Ft t
baracké 360 — és a szilvaé 400 —.
kg kg

Jeloljiik az egyes helyiértékii szamjegyet x-szel! A szam értéke 10(x + 2) +x
11x+20= 7(2x + 2), amib6l x = 2. A keresett szam a 42.
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362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

371.

372.

2
Oldjuk meg a feladatot kovetkeztetéssel! Zoltan pénze mindennap a 3 részénél

300 Ft-tal kevesebb lett. Igy a harmadik nap elején (700 + 300)% =1500, a masodik

3
nap elején (1500+ 300)5 =2700, ¢s indulaskor (2700 + 300)% =4500 Ft-ja volt.

Legyen a kozépso testvér életkora x év! Ekkor a legfiatalabb x — 2, a legidésebb
4x — 8 éves. x—2+x+4x—8=x+10, amibdl x = 4. Az életkorok 2, 4 és 8 év.

Legyen x az egyik lada alma tomege! 0,25x:l(180—x). Az egyik rekeszben
80 kg, a masikban 100 kg alma van. 5

x: az egyik gépsoron készitett alkatrészek szama.
0,15x+ 0,08(840 - x) =98, ebbdl x =440. Az egyik gépsoron 374, a masikon 368
j0o alkatrész késziilt.

x: a DVD-k szdma.
0,98x+0,97 (8200 - x) =7984, ebbdl x =3000. A kazettak szama 5200, ami kb.
63,4%-a a filmeknek.

Ft

a) 640 Ft-ot fizettiink. b) 200 ke

az uborka egységara.

km km
A biciklis sebessége 20 Ik motorosé 60 I 2 h alatt 80 km-re lesznek egymas-
tol.

a) 18 nyul, 9 kecske és 33 liba. b) 20 nyul.
1 cm vastag a piskotatészta.
4 db dontetlen volt a héten.

A kazetta 240 perces, ebbdl a két film hossza 120 és 96 perc, a rajzfilmé pedig
24 perc.
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373. Legyen az egyik iivegben x deciliter, a masikban 20 — x dI viz!
a) x—3=20-x+3,ebb8l x =13, azaz 13 dl és 7 dl viz van a két livegben.
b) x-3= 3(20— X+ 3), ebbdl x =18, azaz 18 dl és 2 dl viz van az livegekben;

vagy
3(x—3)=20—x+3,¢ebbdl x =8, azaz 8 dl és 12 dl viz van az {ivegekben.

c) %x =20—-x+ %x, ebbdl x =15, azaz 15 dl és 5 dl viz van az {ivegekben.

d) %x = %(20 —Xx+ %xj, ebbdl x =16, azaz 16 dl és 4 dl viz van az livegekben.

374. Ha az eredeti hossz x cm, akkor %x —%x -7,5= %x, ebbdl x = 20.

Az eredeti gyertya 20 cm hosszl volt.

375. Legyen a konyv x oldalas!
a) §x+30 = %x—l, ebbdl x =186. b) %x+30 = %x+l, ebbdl x =174.
A konyv 186 oldalas. A konyv 174 oldalas

376. Az els6 CD-n x—15, a masodikon x+ 70, a harmadikon %’ a negyediken pedig

2x fajl van. x—15+x+70+ % +2x =1000, amibdl x = 210. Az egyes CD-ken 195,
280, 105, illetve 420 fajl van.

3717.

negyed hazai vendég

1. X X

2. 2x

3. x=5

X

4. Py
Osszesen 5x 45x -5

S5x-13=45x-5

0,5x=8

x=16

Ebbdl a hazai csapat pontjai Sx = 80 a vendégek pontja 4,5x — 5 = 67.

A végeredmény 80:67.
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378.

379.

380.

381.

Készitsiink tablazatot a fordulonként kapott pontokrol!

Eva Bence Nora
1. pontozas: X 3x x+10
2. pontozas: 68 x+13 x+10
3. pontozas: 4x+ 13 77 4x + 40
Osszes pont: Sx + 81 4x + 90 6x + 60

5x+81—(4x+90) = (4x+90)—(6x+ 60), amibdl x = 13.
A jatékban Eva 146, Bence 142, Nora 138 pontot szerzett.

Legyen a fiu jelenlegi életkora x év, az apaé 4x év!

a) 4x+4:3(x+4) = x=8. Afit 8 éves, az apa 32.

b) y évmulva az apa 32+ y, afia 8+ y éveslesz. 32+ y= 2(8+y). Ebbol y = 16.
16 év mulva lesz az apa kétszer annyi idds mint a fia.

Legyen Bence mostani ¢letkora x év! Ekkor Andras 2(x — 7) éves.
a) x—7+10=2(x—7)-7,igy x = 24. Bence most 24 éves.

b) 3(x-7)=2(x—7)+12,igy x =19. Bence most 19 éves.

¢) 3(2x—21)=x+12,igy x =15. Bence most 15 éves.

d) 3(2x-21)=15,igy x =13. Bence most 13 éves.

2 3
Ha a tanarok 1étszdma x {6, akkor ebbol gx né és —x férfi.

a) A 30 éven aluli férfiak szama 0,24 - %x, anéké 0,76~%x.

3 5
—x-0,24-—x _ .

A keresett arany: 153 _3:13-0,24-25 22_
Zx—0.76-"x 2:13-0,76-25 7
5 13

b) A 30 évnél fiatalabb nék szama 19. c) 65 f6.

382. 2400 Ft a hajo egy napi kolcsonzési dija.

383. 20 kg korte és 15 kg alma volt ladanként.

384. Ha az eredeti ar x Ft, akkor a két arvaltozas utan 1,05-0,9x = 945. Az eredeti ar 1000 Ft.
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385.

386.

387.

388.

389.

390.

391.

392.

393.

394.

395.

396.

397.

Evi 2x, anyukaja x ora alatt végezne egyediil. Egy ora alatt Zi—ed, illetve l—ed
x X

részét végzik el a munkanak. Fél ora alatt egyiitt az egész munkat elvégzik, igy

L + 1. 1, amibdl x = 3 Evi 3 oOra, azaz masfél ora alatt végezne egyediil.
2\2x «x 4 2

Ha x az ligyetlenebb, x + 2 az ligyesebb titkarnd altal 6ranként legépelt oldalak sza-
ma, akkor 2,5(x + 2) +4x =70, ahonnan x =10, tehat a két titkarn6 10, illetve 12
oldalt tud gépelni oranként.

o 1 . 1 :
Egy perc alatt a hidegvizes csap az 0 a melegvizes csap az ) részét tolti meg
a kadnak, a lefolyo pedig az é részét engedi le. Jeloljiik x-szel a kad megtoltéséhez

sziikséges idét percekben! % + % —% =1, amib8l x = 60, azaz | 6ra alatt feltSlthets.

Az elézbek szerinti gondolatmenettel:

4
a) 3 ora, azaz 80 perc;
5
b) 3 ora, azaz 100 perc.
Az els6 ¢s a masodik ¢s6 9, a harmadik pedig 10 percig volt nyitva.
6 ora alatt festették ki a hazat.

3 ora alatt telik meg a medence.

2 14 6] x = 10
) 24,amlox—7.

Az 6tvozetben x g réz és 2 g tiszta arany van. .
15 karatos aranyat kapunk.

2 gramm.

16%-os keveréket kapunk.

300-0,25

500 =0,15, azaz 15 térfogat%-os alkoholt kapunk.

4
3 kg 15%-os cinktartalmu sargaréz készitheto.
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398.

399.

400.

401.

402.

403.

404.

405.

406.

Legyen az els6 6tvozet tomege x kg, a masiké (150 — x) kg! Az elsd aranytartalma

2
gx kg, a masiké 0,32(150—x) kg. Az 6tvozetben %'150 =50 kg arany lesz.

§x+ 0,32(150 —x) =50 = x=25. Akétotvozetbol 25 kg, illetve 125 kg kell.

Jeloljiik a sokszodg csucsinak szamat n-nel (n eZ’ \{1; 2}) Az n oldalu sokszog at-
n(n2—3) (n2—3)+25: (n+2)(n—1)

A sokszog 13 oldalu.

l6inak szama . Az egyenlet: ! , amibdl n =13.

Legyen a kapott négyzet oldala x cm! Ekkor a téglalapé x + 3 és x — 2.
(x+3)(x—2)=x" amibdl x = 6. A téglalap oldalai 9 cm és 4 cm hossziak.

Legyen a szar hossza b, az alapé ekkor é+ 1! A kertilet é+l+ 2b =36, amibdl a
szar 15, az alap 6 cm. 3 3

o =4¢; 40 +5¢ +4¢ + 24° =180°. Ebbo] kovetkezden o =48° a masik két szdg
60° és 72°.

Legyen az AB tavolsag x km! Ekkor a BC tavolsag x —150 km. Az AB tavot

x—150

x .
0’ 2 BC tavot pedig

x x-150
_+—
80 60

ora alatt tette meg a busz, ami Osszesen 4,5 ora.

=4,5, ebbdl x = 240. Igy az AC tavolsag 330 km.

Jeloljiik a keresett idoket x-szel, illetve y-nal!

a) 8,5x—7,5x =400, igy x =400;

b) 8,5y+7,5y =400, igy y = 25.

Ugyanabba az irdnyba futva 400, ellenkezd iranyban futva 25 percenként taldl-
koznak.

A lovasok sebessége 15 = és 25 E.
s s

s s—6
=3 +1=—=5=060, azaz 60 m-es tavon versenyeztek.
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km km
407. Legyen v a hajo sebessége allovizben! A folyon lefelé (v + 4) e felfelé (v — 4) W

a sebessége. Az 1t lefelé és felfelé egyenld. 3(v+4)=4,5(v—4), amibdl v = 20.
km

A haj6 sebessége allovizben 20 b

, a két kikoto tavolsaga 72 km.

km
408. 90 W volt a sebességiink az elsé két oraban.

409. x—A=B—x

B+ 4
X = .

2

410. LSv-t—v-t=d, igyt:E.
v
6.5. Masodfoku egyenletek

411.2) x,=x,=0; x=Lx,=-1 x=9x,=-9; x=3,x,=-3;
b) x, =3,x,=-3; x,=5x,=-5.

c) |x—3|:11,x—3=ll vagy x-3=-11,x =14,x, =-8;

>

|x+7|:8,x+7:8 vagy x+7=-8x =1x,=-15;

>

>

1 3 1 1 3
d) 2x+—==,ebbSl x, =— vagy 2x+—=—=,ebbblx, =-1;
) 2 2 1Ty Ve 2 2 :

| —

L ,ebbdl x, =11 vagy g—Zz—é,ebb(ﬂxz:%

N

e) mivel x° <0, ezért nincs megoldas;
f) x(3x—1)=0, ebbdl x, =0, x, =%;

16x” —2x =2x(8x—1) =0, ebbdl x, =0, x, :é;
g x,=0, x,=5; x =0, x,=-7;

h) (x—1)" =0,ebb6l x =1; (2x~1)" = 0, ebb6l x = = 2(x +3)" = 0, ebb6l x = 3.

N | —

412. A rendezés utan hidnyos egyenletekhez jutunk, amelyek szorzatta alakitassal meg-
oldhatok.
a) x* —x=0,ebb3l x(x—1)=0,ebbdl x, =0, x, =1;
b) —5x* +5=0,ebb8l x, =1, x, =—1;

>

¢) 7x* +22 =0, aminek nincs megoldasa;
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d) 3x* —=7x=0,ebbdl x, =0, x, =

e) x> —4=0,ebb8l x, =2, x, =-2;

p 15
f) 11x* —15x =0, ebbél x, =0, x, :ﬁ;

B

[SSRIEN

g) 6x% +9 =0, aminek nincs megoldasa.

413. Alakitsuk szorzatta az egyenletek bal oldalat!
a) (x—5)" =0,ebbdl x =5;
b) (x+1)" =9 =(x+1+3)(x+1-3)=(x+4)(x-2)=0,ebb8l x, =4, x, =2;

2
c) (x+zj —éz(x+z+§j(x+z—§j:(x+6)(x+1):0,x1=—6,x2=—1;
2 4 2 2 2 2

d) (x+%)(x—3)=0, ebbdl x, =—%,x2 =3,

2
€) 8(x2—ﬂx+§j:8 (X_Z) B :8[x—z+§](x—z—§):
8 8 8 64 g8 8 g8 8
:S(x—lJ(x—észebbé’lxl=l,x2:§;
4 2 4 2

f) (3x+2)" =0, bbbl x=-=;

2
2) 4(x — %j +% =0, aminek nincs megoldasa.

414. Hasznaljuk a megolddképletet!
8+64—-4-15 8+2
2 )
b) x,=-5; x,=-2;
c) x,=3; x,=-4

a) x, = ,ebbdl x, =3, x, =5;

) 2
d) x =-L x :g;

e) nincs megoldas, mert a diszkriminans negativ;

3 1
X == X,=—;
D 1 4 2 4

3
2) x, :_Z; x, =8.

415. Rendezziik az egyenleteket, majd oldjuk meg a megoldoképlettel!
5

a) X =—1; X, 2—5;
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416.

417.

418.

b) —x*+3x-7=0 D=-19, ezért nincs megoldas;
¢) 6x>+7x—13=0, ebbdl x=lLx,= —%;
d) x* +2x+1=0,ebbdl x =—1;

e) 5x* —19x—4=0,ebbdl x, =4, x, = —é;
f) x> +6x+8=0,ebbdl x =4, a masik gydk nem eleme az alaphalmaznak;
g) 10x* +7x—-3=0,ebbdl x, =1, x, =%;
h) x* +2x-3=0,ebbdl x, =1, x, =-3.

Egy tortkifejezés értéke csak akkor 0, ha a szamlalo értéke 0 (és a nevezd nem 0).
a) alaphalmaz: x € R\{0}, nincs megoldas;
b) alaphalmaz: x e R\ {1;4} , nincs megoldas;

c) alaphalmaz: x e R\ {%}, X = —%.

Az egyenlet mindkét oldalat megszorozzuk a k6zds nevezdvel, majd rendezziik az
egyenletet. Figyeljiink az alaphalmazra!
a) x° =36, ebbdl X, =46,x,=-0;D = R\{O}.

b) (x+3)" =16,ebbél x, =1, x, =~7; D =R\{-3}.

+
¢) (2-7x)" =15, ebbdl x, , =£;D =R\{3}.
’ 7 7

d) (5x—1)2 =-21, nincs megoldas; D = R\{é}.
e) x> +9=0, nincs megoldas; D = R\{-4}.

f) 6x* +7x—13=0,ebbdl x, =1, x, =—%;D=R\{%}.

Szorozzunk be a k6zos nevezdvel, majd rendezziik az egyenletet! Figyeljiink az
alaphalmazra!

a) (2x-1)(x+2)=x(x+4) = x*-x-2=0 = x=2,x,=-1¢N;D=N;

1£/5
2

b) x+x+l=x(x+1) = x’-x-1=0 = x,= ¢ 7., nincs megoldas;
D =7\{0;—-1};
) X’ —4x-5=0= x, =5 x,=-1D=Q\{0;2};

d) 4] (x+3) +(x=3)" |=17(x+3)(x=3) 2 x,=5 x,=-5¢N:D=N\(3};

X+
masként is megoldhatjuk: Gj ismeretlent bevezetve T3

helyett...
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419.

420.

421.

e) x(2x+1)-(2x-1)=4 = 2x’-x-3=0=> x=-1, XZZ%ER’;
D=R"\{3};

f) 2x—(x+2)+(x-4)(x-2)=0 = x*-5x+6=0 = x,=3D=7Z"\{2},
x, =2, ami nem eleme a Z* \{2} alaphalmaznak;

g) x, =3 hamis gyok, x, :—%gR*;D:R+ \{3};

h) 7(9x* —1)—6x(3x+1)=48-8(3x-1) = 5x*+2x-7=0;D=Z,

x, =1, xzz—geZ,

a) x, =3,x,=-3; b) x;, =2,x,=-2; c)nincsmegoldas; d) x, =0;x, =1, x; =-1;

0 | — !

e) x, =0;x,=3,x,=-3; f)nincs megoldas; g) xzi/g; h) x, :%,x2 =—

Vezessiik vissza masodfoku egyenletre!
a) <x2)2—13x2+3620:>(x2) =9;(x*), =4=x =30, = 3x, =2 x, =2
| ) 5 1 s Ay s A3 s Ay )

b) x, =5, X, = —J5;

c) X, = V2; ;X = \/_x3 ,

d (&) Irx ~-72=0 = (x3)1 =8 (¥), =9 = x=2 x=-;
x=——

e) 5

Vezessiink be 11j ismeretlent, és oldjuk meg a kapott masodfoku egyenletet!

a) Legyen y = (x+1)2! Ezzel y* —2y-3=0.Ebbdl y, =3¢és y, =—1.Mivel y >0,
ezért (x+1)2 =3 lehet csak, amibél x, = —l+x/§, X, = —1—\/5;

b) Legyen y=x>—4x! Ezzel »*+7y+12=0. EbbSl y =-3ésy,=-4. Ha
x* —4x=-3, akkor x, =3,x, =1. Ha x* —4x =4, akkor X, =2;

) y=x"+4x,amegoldasok: x, =5 x,=1; x,=—2++2,x,=-2-2;

~1+17 ~1-17

d) y=x’+x, a megoldisok: x, = 3 ;X = 2

e) y=x"—x,amegoldasok: x, =2, x,=-1;
f) y = x* —2x, nincs megoldas;

5 1 5
g)y=x2—5x—l,amegoldésok: x, =3 x2=—5; x, =0; x4:5,

1
422. Hasznaljuk fel, hogy ha y =x+—, akkor y* = x’ +L2+ 2!
x x
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423.

424.

425.

) 2(y'-2)=y+2 = 2’ -y-6=0 = y =2, yzz—%;sz\{o}.

Ha x+ 1 =2 akkor x=1.Az x+ 1 = _% egyenletnek nincs megoldasa.
X X

1 17 1 1
by x+—=7 = x =4 szZ;x+;=—2 = x;=-LD=R\{0}.
3
¢) ¥ =x+— helyettesitéssel 2(y2 - 6) —13y+12=0 egyenletet kapjuk.
X
D =R\ {0}.

L 13 . 1
Ennek megoldasai ¥, =0, y, = X amibdl x, =6€s x, = 5

d) Osszuk el az egyenletet x*-tel! A 0 nem megoldasa az egyenletnek.

6()62 + LZJ -13 [x + l) +12 =0, amit a fenti helyettesitéssel megoldhatunk.
X X

Az egyenlet megoldasai: x, = %; X, = %

Hasznaljuk a masodfoku polinom gyoktényezds alakjat!
a) (x—2)(x—5) =0, ebbdl x*=7x+10=0;

b) (x—%j(x+4)=0, ebbdl x? +%x—2=0;
¢) x(x+7)=0,ebb8l x* +7x=0;
d) x2+£x+l=0;

12

e) x’=3=0;

) xz—(\/E+1)x+\/§=0.

. 1
A 2x* +x—1=0 egyenlet megoldasai x, = 5 és x, = —1. A keresett egyenlet megol-

. 5
désai x| :Eés x, =1. Ebbél 2x* = 7x+5=0.

Keressiik meg a kifejezések zérushelyeit, és irjuk fel a gyoktényezds alakot!

a) (x—3)(x-2);
b) (x+3)(x+ 5);

) 2(x-2)(r-3) = (x-1)(x-3)
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d) —(X+3)(x—%j:(x+3)(%_xj;
e) (x+2v2)(x—+2);
g 4["‘?]{“%)=(2x—ﬁ)(2x+1).

426. Az eldbbiek szerint alakitsuk szorzatta a szamlalot €s a nevez6t, majd egyszertsit-
stik a tortet!
2(x+3
S CA) I A
(x—S)(x+3) x=5

(x+6)(x+2): x+6

b ,ahol x e R\{0; —21};

) x(x+2) X anotre { }

o (1=2)(xr+2) _ x+2 ,aholxeR\{z;—l};
(x—2)(2x+1) 2x+1 2

3(x+;j(x—3)

d) :;C_3,aholxe]R\{—§;l};

—3(x+;j(x—1) -

9(x—§)(x+5) 9x—6 1
e) =22= ,aholxe]R\{——;—S},
1 4x+2 2
4(x+2j(x+5)

427. Az ax’ +bx+c=0 egyenletnek egy megoldisa van, ha a = 0, vagy haa # 0 és a
diszkriminans 0.
a) Az x* +(2m+3)x+m’ +5m-3=0 egyenlet masodfokt. Egy megoldas van, ha

D=(2m+3) —4(m’ +5m—3)=—8m+21=0, amibsl m=% (meQ).

b) Rendezés utan a 3x” +(2m—1)x+m—5=0 egyenletet kapjuk. Ennek diszkrimi-
nansa 4m” —16m+ 61, ami semmilyen m esetén nem 0. Az egyenletnek barmely
m esetén két megoldasa van.

¢) Az mx* +(m—2)x+m—3=0 egyenlet m =0 esetben elséfoku, aminek egy meg-
oldasa van. Ha m # 0, akkor az egyenlet masodfokt. Ennek a diszkriminansa
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428.

429.

430.

8 esetben 0. A fenti

+
D :(m—Z)2 —4m(m-3)=-3m’ +8m+4, ami m= 4+
m értékek nem racionalis szamok, igy csak m = 0 felel meg a feltételeknek.

d)m=-2,m= —% vagy m =2 esetben lesz egy megoldasa az egyenletnek.

Az egyenlet diszkriminansa pozitiv, igy két kiilonboz6 valds megoldasa van. Hasz-
c
naljuk fel az X, + X, =—— ¢és XX, =— Viéte-formuldkat!
a a

7
a) % +x, 5

b) xlx2 = —.

Ha x, = L, akkor x,x, =1 és D >0. Az els6 feltételbol p3—7 =1, azaz p = 10, ami
2
a masik feltételnek is eleget tesz.

Rendezés utan a px” — ( p+ l)x +3-2p =0 egyenlethez jutunk, aminek csak p #0
esetben lehet két kiilonb6zo megoldasa. Az egyenlet diszkriminansa

1
D=(p+1)2 _4p(3—2p)=9p2 —-10p+1, ami csakp<§,vagyp >1 esetben
pozitiv.
a) x, = —x,, gy x, +x, = 0, amibél p = 1.

b) x, >0¢ésx,>0,igy x, +x,>046sx,x, >0. Ezekbdl p-re a kovetkezd felté-

1 —_
teleket kapjuk: 27150 65 222250, Brekbél 0< p<% adodik. Tehat
p

O<p< % vagyl< p< 5 esetben lesz két pozitiv gyok.

c) x,<0ésx,<0,igy x, +x, <0ésxx,>0. Ezekbdl p_+1<0 és ﬂ>O.
Nincs olyan p valos szam, ami a fenticknek megfelel. ? P

d)Az xx, >0 feltételnek megfeleld p értékek: 0< p < % fgy akkor lesz két azo-

. 1 3
nos eldjelii gyok, ha 0< p < 5 vagy 1< p< 5
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431.

432.

433.

434.

435.

436.

437.

Az egyenlet diszkriminansa D = 5, igy van két kiilonboz6 valoés megoldas. Ezekre

teljesiil az x, +x, =3 és x,x, =1 Osszefligges.

a) A keresett egyenlet gyokei x/=3x,; x, =3x,. Irjuk fel ezekre is a Viéte-
formulakat, amibdl az egyenlet egyiitthatoéi meghatarozhatoak!
X +x,=3(x +x,)=9; xx;=9xx,=9; ezekbdl a'-t Il-nek vilasztva
b'=-9 ésc'=9 adodik. A keresett egyenlet: x> —9x+9=0.

b) Az el6z6 gondolatmenettel x* —9x+19 =0 egyenletet kapunk.

Az x,+x,=—pésxx,=q Osszefiiggéseket felhasznalva, a p° —4¢>0 feltétel
mellett:

a) 3()c1 +x2) =-3p;

b) —4q;

c) XX, (x] + xz) =-pq;
axd (n+x,) -2y,

2
) )

=2 q,hax];tOesxz;tO;

XX, XX, q

€) (x] +x2)(x]2 — XX, +x§) = (x] -I-xz)[(xl + X, )2 —3x,x2J = (—p)(p2 —3q);

f) (xl2 +x§)(x, +x2)(x, —xz):i(qu—p3)\lp2 —4q.

d)

a) Behelyettesitve a megoldast az egyenletbe: p =—6;

b) D= p*>-4-9>0, ahonnan |p|>6,amibél p, =6, p, =—6;

¢) x, +x, =—p=-8 ebbdl p =8, ami valoban megfelel a feltételeknek;
d) x,x, =9 # 6, ebbdl nincs ilyen p.

1 + L = M, ebbdl p = E, amia D >0 feltételnek is megfelel.
X, X, XX, 3

X +x,’ = (x, +x, )2 -2xx,=(2p +1)2 —4p=17, ahonnan p, =2, p,=-1, ami a
D >0 feltételnek is megfelel.

9
A féegyiitthatd nem lehet 0. D >0 miatta) p > 3 b) peR\{2}; c)O0-raredu-
kalas utan. p e }%;w[ \ {1}

x, =3x, behelyettesitéssel a Viéte-formulakbol ¢ =3 adodik,amia D >0 feltétel-
nek is megfelel.
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438.

439.

440.

441.

442.

443.

444.

445.

a) D>0,ezértp<%;
b) xx, <0 és D >0,ezért p<O0;
c) x,x,=1¢sD>0,ezért p=2.

a)D =0, vagy p+3=0,ezért p=-5;-3;
b) D<0,vagy p+3=0,ezért p <-5 vagy p=-3;
c) x,+x,=0¢&s D=>0,ezért p=—1.

2-pti(p-2) -4-(=2 -
a) x,, = P \/(p ) ( p) =2 pi(p+2),ahonnan x,=2¢éx,=-p
’ 2 2

barmely p e R esetén;

b) rendezés utdn 0=x(x—3a), ahonnan x=0 vagy x=3a birmely a € R\{0}
esetén, ha a = 0, akkor nincs megoldas;
c) x-re rendezve az egyenletet a=0 ¢és b#0 esetén x=-1;, a#0 esetén a

megoldokeépletbdl x,, =é; —1, illetve a=b=0 esetén azonossagot kapunk,
a

igy minden valds szam megoldas.

Ha m = -2, akkor az egyenlet nem masodfokd. D > 0 eseténa 2m” —m—6>0 ma-
sodfoku egyenlétlenséget kapjuk, megkeresve a bal oldali kifejezés zérushelyeit

grafikus eldjelvizsgalattal m < —% vagy 2 <m adodik.

Az el6z0 feladathoz hasonldan é <p<l.

0-ra redukalas utan az eléz6khdz hasonléan m < —-3—2+/3 vagy -3+ 2M3<m.

B
Legyen x a keresett szam! 3 =—,ebb8l x=vA4-B.
x

x 10—x
A szakasz két részét x-szel és 10 — x-szel jeldlve 10—~ = T ahonnan csak az

x ~ 3,82 a j6 megoldas, azaz a szakaszt 3,82 ¢s 6,18 cm hosszl részekre osszuk fel!

446. x-szel jeldlve a konyha szélességétx” - 1,1 =8 - 1,2, igy a konyha 295 cm x 295 cm-es.
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447.

448.

449.

450.

451.

452.

453.

454.

455.

456.

n-nel jelolve az oldalak szamat az atlok szama
n = 8 adodik, azaz 8 oldalt a sokszdg.

, igy a feladat allitasabol

n(n—3)
2

A sokszogek oldalainak szama n és n + 3, igy az eléz6 feladat alapjan az allitas

2- " (nz_ 3) = (n +23)n , ahonnan n =9, a sokszdg tehat 9 oldalu.

x(x— l) =380, ahol x a csapatok szama. 20 csapat vett részt a bajnoksagban.

(x-1)
2

.X
A résztvevok szama legyen x! Az allitas szerint
osztalytalalkozon.

=351, igy 27-en voltak az

Hasonloan az el6z6 feladathoz: 6 fiti van az osztalyban.

132
x-szel jeldlve a turnusok napjainak szamat a 132 nap alatt a turnusok szama —.
x

132 132
A feladat allitisa ——10= P melyb6l a turnusok hosszara 6 nap adodik.
x x

30-an vettek részt a kirandulason.
15 6ra alatt gépelte le a szoveget.

Legyen x az egyik munkas egyediili munkaideje, x+5 a masik munkasé! 1 nap

: . [ o
alatt az egyik munkds a munka — részét, a masik az

részét végzi el, 6 nap alatt
X x+5

pedig ennek a 6-szorosat. Egytitt dolgozva §+L5 =1, ahonnan x =10, tehat a
X x+

munkasok 10, illetve 15 nap alatt végzik el a munkat egyediil.

Legyen x 6ra és x+1 ora a gyalogosok menetideje. fgy a sebességiik 24 %, il-
24 km X

letve —— —. A sebességekre vonatkozo allitasbdl x-re 3 6ra adodik, melybdl a
x+1 h km km

gyalogosok sebessége 8 T és 6 I
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457.

458.

459.

460.

461.

462.

463.

464.

465.

km
Ha x % a csonak sebessége allovizben, akkor a folyon lefelé x +3 58 folyon

felfelée x—-3 % a parthoz viszonyitott sebesség. Ezekbdl a menetidd lefelé 2—03
X+

. , 20 1res 21 km
oOra, felfelé 3 ora. A feladat allitasabol x-re 9 T adodik.
X—

A 452-453. feladatokhoz hasonl6an oldhaté meg. A nézotér 15 soros.

100-p 100—(p-5)

a) 12000- =9180, ahonnan p =15 felel meg a feladat sz6-
100 100
vegének, azaz 15%-0s, majd 10%-o0s volt a leértékelés.
b) ﬁ =0,765, azaz 23,5%-kal lett olcsobb.
12000

Jeloljiik x-szel az it szélességét! A park teriilete 22-80 m’, mig az uté
(22+2x)(80+2x)—22-80. A rajuk vonatkozo allitasbol az ut szélessége 4 méter.

A haromszog alapja x, szarai x+3 cm hosszusaguak, igy a Pitagorasz-tételt felirva

2
(g) +12% = (x + 3)2, ahonnan x =10. Tehat a haromszog keriilete 36 cm.

Az ¢l6z6hoz hasonléan a haromszog befogdi 34342 egység, atfogdja 6+3v2
egyseég.

A haromszog befogoi 9 és 12 cm hosszasaghak, igy a teriilete 54 cm’.

Legyen x cm a legkisebb kocka élhossza! gy a feladat allitdsa x* +335 = (x+ 5)3,
melybdl x =2 adddik. A kockak magassaga 2, 3,4, 5, 6 és 7 cm, a torony magassa-
ga pedig ezek dsszege, azaz 27 cm.

A szamrendszer fogalma alapjan egy x-alapu szamrendszerben a helyiértékek hatul-
6l indulva 1, x, X% x°,... stb.

a) x° +3x =28, ahonnan x =4, tehat a 4-es szamrendszerben igaz a kijelentés;

b) 7-es szamrendszerben;

c) 8-as szamrendszerben (Magyarorszagon a halozati fesziiltség értéke 230 V).
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6.6. Négyzetgyokds egyenletek

466.

467.

468.

469.

a) x=0 ¢ xeR"U{0}; x=5 & xe[50;

. . 1
b) nincs megoldas és x e R* U{0}; nincs megoldas és x e —g;oo[;

¢) nincs megoldas (mert nincs olyan x, hogy mindkét tag 0 legyen) és x € [7;00[;

1, 1
x=— és xe|—;0|;
2 2

d)x=16 é xeR"U{0}); x=79 é xe[-2Zo[; x=19 é xe[3o[;

e) a lehetd legbdvebb alaphalmaz lireshalmaz, ezért nincs megoldas;

f) a lehetd legbdvebb alaphalmaz egyetlen elemd, x {0}, ¢és a 0 megoldas is;

g) a lehetd legb6vebb alaphalmaz egyetlen elembdl 4ll, x € {13}, de a 13 nem meg-
oldas, azaz nincs megoldas;

h) a lehetd legb&vebb alaphalmaz egyetlen elemii, x € {i}, dea 3 nem megoldas,
azaz nincs megoldas. 2 2

Emeljiik négyzetre az egyenletek mindkét oldalat! (Nem ekvivalens atalakitas, ezért
ellendrizziik a megoldasokat!)

4
a) X = 5; b) nincs megoldas; c¢) x=3; d) nincs megoldas; e) x, = V3, X, = -3.

a) Négyzetre emelés, majd 0-ra redukélds utan szorzattd alakitva x, =0, x, =1.
Alaphalmaz és értékkészlet vizsgalat alapjan:

b) x=4; c¢)nincs megoldas; d) x=1; g; e) nincs megoldas; f) x=0;

)x=2
g 25

h) (5x - 3)(x - 5) =x" +2x+1, melynek 0-ra redukals utan a megoldasa x = 7;
1) x+2, Ix(x - 1) +x—1=1, melyet rendezve, majd ujra négyzetre emelve

x2=x=1-2x+x% ahonnan x=1; B

2-4/3
j) nincs megoldas; k) x=1;3; 1) x=2; m) x=5; n) x= 2 ; 0) x=0;
p) x=3.

a) Négyzetre emelés utan x++/x—3 =9, rendezve, majd ujra négyzetre emelve és
0-ra redukéalva 0= x”> —19x+84, ahonnan csak az x =7 a jo megoldas;
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b) kétszeri négyzetre emeléssel, majd 0-ra redukalassal x =1+ V2 csaka jo megol-
das;
¢) a lehetd legb6vebb alaphalmaz iireshalmaz, ezért nincs megoldas;

d)x=3; e)x=2; 1) x=§.

6.7. Abszolut értékes egyenletek

470.a) x =0; b)nincs megoldas; c)x=-4; d) x,=8,x, =-§;
e) x—=5=7,x-5=-7,ahonnanx, =12, x,=—-2;
f) x+5=2,x+5=-2, ahonnan x, =-7, x, =-3;
1 .
g x,=-3, x, =§; h) x, =—%,x2 =?5; i) 4=2|x|, ahonnan x, =2, x, =-2;
_]) X :2, X, =—2; k) X, :—3’ X, =-2.

471. Definicio szerint:
a) Minden nemnegativ valos szam megoldas; minden nempozitiv valés szam meg-

oldas; b) xe[—l7;oo[; c) xe}—oo;l—zl};

d) A definicié alapjan felbontjuk az abszoltértékjelet: ha x <9, akkor 9—x=x-2,
melybdl x = %, ami benne van a tartomanyban, tehat j6 megoldas, ha pedig
9<x, akkor x—9=x-2, ami ellentmondas, tehat ezen a tartomanyon nincs
megoldas;

e) x=-2;1; f) x=-4;8.
472.a)x=0; b)x,=1;x,=5; c)nincs megoldds; d)x=-1.

473. a) nincs megoldas, mert nincs olyan x, hogy mindkét tag egyszerre 0 legyen,;
b) hax < -3, akkor —x-3+1-x=4, melybdl x =-3 jo megoldas, ha -3 <x <],
akkor x+3+1—x =4, mely azonossag, tehat a tartomany minden eleme megol-
das, ha 1<x, akkor x+3—-1+x=4, melyb6l x =1 mar megoldas. Egyesitve a
megoldasokat: -3 < x<1;
) x=-2;d) x,=2,x,=-2; ¢) x<-1; f) x, =-Lx,=2; g) x,=-6,x, =-2.

474.a) x— p=3, amibdl x= p+3 vagy x—p=-3, amibdl x = p—3 barmely valds p
paraméter esetén;
b) x=-2+pvagyx=-2—-p,aholp >0, és p <0 esetén nincs megoldas;
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¢) abrazolva az egyenlet mindkét oldalat:
-p+1

E

—ha —p<1,azaz —-1< p, akkor x=

—ha p=-1, akkor azonossag, tehat minden valés szdm megoldas,

o -p+1
—ha p<—1, akkor szintén X = T
d) vk 2+ |42
\ i 7 S
. p=
3 B 4

grafikus megoldas alapjan:
—ha p <4, akkor nincs megoldas,
—ha p =4, akkor minden x € [—2;2] megoldas,
p p
—ha 4 < p, akkor x, _E’xz ——E.
475.a) |x—3|-2=+1, ahonnan |x—3|=3, vagy |x—3|=1, igy két-két megoldést ka-
punk:
X, =6;x,=0;x, =4, x, =2;
b) nemnegativ x-ekre x’ =16, ahonnan csak az x =4 jo megoldas, negativ x-ckre
pedig nincs megoldas;
c) x,=3,x,=-3;d) x,=2,x,=-2,x,=3,x, =-3.

6.8. Az egyenldtlenségekrol

1 18
476.a) 0<x; b)l>x; c)x>—§; d) 4>x; e)8>x; ) -10<x; g *¥<73;

13°
h) 2S)c; i) —gﬁx.
2 20
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477. Bontsuk fel a zargjeleket, majd végezziik el az 6sszevonasokat!

a) 32> x; b) nincs megoldas; c) x<2; d) -1>x; e) l1>x; ) &Sx;
34 1 8
—<x: —2>x
9 T <wb) 53X
a) ° .
3 4 5 6 7 8 9 10 1Xx

O
5 -4 3 2 -1 0o 1132 3 4 5 6 7 8 9 10 11X
d) O) 8
655 4 3 2 X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11X
f)fs 4 3 2 -1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1:1)(

. 4
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8269 10 11X
[4) ° 3
5 4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 6347 8 9 10 1X
h) 5
o

5 4 3 2 4 011 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1X

ol

478. A mérlegelv segitségével:
a) 2<x<3; b) -1<x<2; ¢) 52x2-2; d) -1<—-4x<8, ahonnan

l>x>—2,
4

479. a) nincs megoldas; b) x eR;
c) 3<x+2<3, melybdl -5<x<1;

-7 |6 |-5 -4 |-3 [-2 |1 112 |8

>

d) 2<x<12; e)3—-x<-1,azaz 4<x,vagy 1<3—-x,azaz x <2;
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y A

7 5 1 9 1
f)4=zx=-1; g)xﬁ—z vagy —Eﬁx; h) xSE vagy ng; 1) 7>x>—5.

480.a) x <1,
4 L 4
b) ha x <4, akkor 4 — x < 2x, melybdl 3 < x,de atartomany miatt csak a 3 <x<4
megoldasok jok, ha 4 < x, akkor x —4 < 2x, melybél —4 < x, de a tartomany mi-

4
att csak a 4 < x megoldasok jok, egyesitve tehat a megoldasok: 3 <Xx;

c) xeR;
d) 4<x<0;
1 7
e) ——<x<—;
2 2
7
——<x;
D 2

g) harom tartomanyra felbontva az alaphalmazt, majd a tartomanyonkénti megolda-

11
sokat egyesitve X < —— vagy —1<x;

h) x <=3 vagy —-1<x;
i) [x—5|-3<-2 vagy 2<|x—5|-3, melyek megoldasait egyesitve x<0 vagy
4<x<6vagy 10<x.

481. x=-1

482. a) nincs megoldas; x=0; xeR\{0}; minden valos szam megoldas.
b) csak az egyenldség teljesiilhet, igy x = —2; minden valds szam megoldas.
c¢) a bal oldalnak megfeleld fiiggvény zérushelyei szorzatta alakitassal —1 és 0, majd
el¢jelvizsgalattal a megoldasok x <—1 vagy 0<x;
d) 0-ra redukalunk, majd szorzatta alakitunk, hogy megallapitsuk a fiiggvény
zérushelyeit, végiil grafikus eléjelvizsgalattal kapjuk a megoldasokat: 0 < x < 7;
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Az el6z6khoz hasonloan:

3
e)0<x< > ; ) nincs megoldés, mert a bal oldal barmely x esetén pozitiv értéki;
. 5 5
g) —11<x<11; hyx<-5 vagy 5<x; 1) XS—E VagyESx;
5

2 1
j) x <0 vagy §<x; k) xe R\{1}; 1) xeR\{2}; m) -4<x<0; n) ESXSZ'

483. Ahol sziikséges, el6szor O-ra redukalunk, majd szorzattd alakitassal, vagy a
megoldoképlet segitségével megallapitjuk a fiiggvények zérushelyeit, végiil eldjel-
vizsgalattal megadjuk a megoldasokat:

2
a) x<lvagy3<x; b)xeR; ¢) —l<x<§; d)x=—§; e) —%SXSZ;

2
2 1
f) —§<x<5; g) x<-3vagy4<x; h)-3<x<6; i) nincs megoldas; j) x€R.

484. A zarojelek felbontasa utan az el6z6 feladathoz hasonldan jarunk el:

7-85 7+/85
2 vagy > <

5
a) xeR; b) §<x<5; c) x< x; d) nincs megoldas;

5 1
e) nincs megoldas; f) x<—g vagy 5 < x; g) XER; h) x<—4 Vagy§<x,

1 1
485.a) ——<x<—-,i =0;
a) 2 3,,1gy x=0;

—1-+/5 “1+45 }—1-6,0{

b) <x< ,igy xe

2 2
) x<1vagy3<ux,igy xe[3;5].

6.9. Az ekvivalens (egyenértékii) atalakitasokrol

486. a) nincs megoldas; b) értékkészlet vizsgalat alapjan {0}; ¢) R";

d) R*U{0};
négyzetre emelés utan az alaphalmazt is figyelembe véve:
e) 14; «of;

yo

f) [4; [; g) [0; 9].
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1
487.a) Ha 1-2x <0, azaz E < x, akkor nincs megoldas;

1
ha x< 5, akkor x+1<1—4x+4x?, ahonnan az alaphalmaz miatt [-1; O;
b) Ha x < -2, akkor mindig teljesiil az allitas;
2
ha -2 < x <3, akkor 4(3 —x) > 1+x+%, ahonnan -2 < x < 3, tehat a megolda-

sok egyesitve: ]—o0; 2];
49
;2 d) | 0; —|;
0 [1;2] )[ 36}

e) grafikus megoldassal ]0; oof.
y

b & ¢ P

488. Egy tort akkor pozitiv, ha a szamlaldja és a nevezdje azonos eldjelil, ellenkezd eset-
ben negativ. Ezek alapjan, ahol sziikséges, 0-ra redukalunk, 6sszevonunk, majd eld-
jelvizsgalatot végziink.

a) x<0; x>2;

|
19; x<-—;
b) x>19; 5
c) x<2vagyd<x; -3<x<l;
1 8 2
d) ——<x<2; x<-—vagy-——<x;
) > 5 gy 3
7 1 5
e) —<x<3; ——<x<=;
)4 2 2
8
f)x<zvagy§<x; nincs megoldas;

5
g) x<—-10vagy1<x; 1<XSE;

18
h) x<—4; ?<x<5;
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489.

490.

491.

492.

1
1) —4<x; —3<x<§;

j) x<5.

Az el6z6 feladathoz hasonldan jarunk el.
a) nincs megoldas; a 0 kivételével minden valds szam megoldas;
b) nincs megoldas; a —1 kivételével minden valds szam megoldas;
c)a 7 kivételével minden valds szam megoldas; csak az egyenldség teljesiilhet,
ezért x=—;
2
d) x=1; x<l,dex=#-2;

e) x<-3vagy-2<x<-1; -3<x<-2vagy-l<x;

1-+/37 14437 1-437 1++/37 .
f) x< 5 vagy <Xx ;

; <x<
6 6 6

g)0<x<3; x<0vagy3<ux;

h) nincs megoldas; xeR;

i —5<x<—lva z<x<§
1) = > gy3_ >

>

x<-=5va —l<x<zva E<x
gy 5= 3 gyz—.

Az el6z6 feladatokhoz hasonldan: 5
a) x<-5vagy2<x; b) xS—4vagy§<xS4; c) x<7vagy—2<x<4;

d)x<—%vagy—%<x<0vagy2<x.
a) 2<x<-1; b) x=0;1; ¢) x=24; d) 0<x<l.

0-ra redukalas és 6sszevonas utan eldjelvizsgalattal (pl. a szamlalo és a nevezd gra-
fikonjanak felrajzolaséaval):
a) x<0vagyl<x<4vagy5<x;

b) —%Sx<—2vagy1<x;

24247 2-2J7
-3 -3 7

c) <x<-lvagy2<x<
d x<—lva l<x~
) 5 Vagy S <X,

e) x<—-2vagy 0<x<lvagy3<x;

f) x<—-4vagy2<xvagy x=1.
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5
493. a) Ha x < 5 akkor 5—x* >—2x—35, ahonnan nem kapunk a tartomanyba es6 meg-

494.

495.

496.

497.

oldasokat;

5
ha —Eﬁx, akkor 5—x*>2x+5, ahonnan —2<x<0;

b) x <—6 vagy x =6 vagy 10 < x;

11-41 11++/41
5 <x< > .

¢) az a) ponthoz hasonloéan:

D>0 esetén 4(p—2)2—4-2~(p2+%j>0, melybdl —3 < p <—1 adédik.

Akkor kapunk azonos egyenl6tlenséget, ha a masodfoku fiiggvénynek nincsen
zérushelye, azaz D <0, ami 5 —2n7< p<5+ 247 esetén teljesiil.

1
Diszkriminans vizsgalatbol p = ~3 Az egyenlet kisebb megoldasa
—1-yJ1+3p . - : .
X = — >—1, ebbdl p <1 adddik, az egyenlet nagyobbik megoldasa

X,

:—1+\/1+3p
3

1
<3, ebbdl p < 33 adodik. A harom halmaz metszete: -3 <p<l.

a) 3<x<1; b) x<—4vagy0O<x; c) x<-6vagy2<x; d) 2<x<lI;
e) 0<x<3;

14
\

5

L e O

f) —-1<x<3; g 1<x<9; h)csak az egyenlSség teljesiilhet, azaz 0 < x < 4.
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)

498. Azegyenesre illeszkedd, elsé siknegyedbe esé racspontok koordinata-parjai a meg-
oldas szamparok:

a)

y A

b)

\

Iy

12

5

~

{(0; 5); (154) (25 3); (35 2); (45 1); (55 0)}

6.10. Egyenletrendszerek

499. Minden esetben ellendrizziik a megoldas helyességét!

>

\

{(0; 12); (15 9); (25 6); (35 3); (4; 0)}

a)

v .1 b) v A B
7 % 7
& 4 & /
6 ~ & 7
* e
3 v
Y&
/|
4
1'/
‘ > >
-3 |27 1R 5 16x k2 2 7 By
S ) &)
z Vad - //
x=2é8sy=3 x=44ésy=-1

123
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500.

501.

502.

503.

0] Y, O TFTT,
! v /
-v ! >
; . P
; P74
- s
/ ‘ )/
T 7 >
(£2; 0)/ - 12 3 lay
I’ _ -
-4 -3 II—Z 1< 1 2 3 X 3 , 5
- x==¢ésy=—
AT 27777
! ™~
x=-2éy=0
a)Az els6é egyenletbdlx=1-2y, amit a masodik egyenletbe behelyettesitve

egyismeretlenes egyenletet kapunk: 3(1 - Zy) +7y=6,melybdl y=3¢ésx=-5;

1
b) [5;1); ¢) (0;-2); d) nincs megoldas.

a) Kivonva a két egyenletet egymasbdl x =2 adodik, amit visszahelyettesitve vala-
melyik eredeti egyenletbe y =1;

1
b) 0sszeadva az egyenleteket x = ) ésy= 3 ;
¢) az els6 egyenlet haromszorosabol kivonva a masodik egyenletet y = -2 és x = —4;
d) az els6 egyenlet négyszeresé¢hez hozzaadva a masodik egyenlet haromszorosat

X=—¢ésy=—
5076

Az el6z0 két feladat modszereit vegyesen alkalmazva:
1 6 7
a) (7:1); b) (-2-5); o |5:2]; d) 1) e ——;—j; f) (7:5);
9 | 2 2 510
—41; h)y|0,—=|.
o (2 j )( 2)

Hozzuk az egyenleteket a lehetd legegyszer(ibb alakra, majd alkalmazzuk a behe-
lyettesité modszert, vagy az egyenld egylitthatok modszerét!

a) (6;—6); b) (-L6); ) (-2;3);

d) az egyenleteket egyszeriibb alakra hozva:3=4x—-5y ¢s 5x+2y =45, ahon-
nan a megoldds szampar (7;5);

e) az egyenleteket egyszeriibb alakra hozva: 26 =5x—6y ¢és 4x-3y =19, ahon-
nan a megoldas szampar (4;—1);
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504.

50S.

506.

N(1:3); 2)(-3;5); h) (-2:3).

Megkonnyithetd a megoldas, ha egy-egy megfeleld tort helyett bevezetiink 0j isme-
retleneket.
a) Az els6 egyenlethez hozzaadva a masodik egyenlet kétszeresét azt kapjuk, hogy

25 = ?, ahonnan x =3, amit visszahelyettesitve valamelyik eredeti egyenletbe

x
megkapjuk, hogy y =-2.

! 8 17
b) [L-gj; o) (6:3); d) (—g;gj; e) (2-3).

Az elséfoku egyenletbdl kifejezziik az egyik ismeretlent, és ezt behelyettesitjiik a

masik egyenletbe.

a) A masodik egyenletbdl y = x +2, ezzel az elsé egyenlet x* +(x+ 2)2 =4, ahon-
nan 0-ra redukalas és szorzatta alakitas utan x, =0¢és x, = -2, amiket visszahe-
lyettesitve y kifejezésébe y, =2¢&s y, =0 adodik. A megoldas szamparok tehat:
(0;2) és(—2;0);

b) (%’Ej’ o) (15;12);

d) Az egyenleteket kivonva egymasbol x = amit visszahelyettesitve az els6

E 2
egyenletbe y-ra két megoldast kapunk, igy a megoldas szamparok:
(2@}%{19' \/@J

107 10 10"

>

107 10

e) (0;1)¢s(6;7); £)(0;2)8és(2;-6);

g) Bontsuk fel a zarojeleket, majd 6sszevonas utan vonjuk ki az egyenleteket egy-
masbol! Az igy kapott els6fokll egyenletbdl fejezziik ki valamelyik ismeretlent,
¢és helyettesitsiik vissza az egyik eredeti egyenletbe! A megoldas szamparok:
(3;-6) és (—-1;-8);

h) (2,-6)és(8-6); 1) (L,—1)és(5;—1)és (0;4)és(6;4).

a) Vonjuk ki pl. az els6 két egyenletet egymasbol, igy egy kétismeretlenes egyenlet-
rendszert kapunk: x—z=2 és x+z=4,ahonnan x =3, amit visszahelyettesit-
ve z=16&s y=6.

b) A masodik egyenletbdl z-t kifejezve és a harmadik egyenletbe behelyettesitve
x-re és y-ra kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk, ahonnan x=1¢és y =0,
illetve visszahelyettesitve y-t z =—1.
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507.

508.

509.

510.

0 (2:35); d) (%;—2;1).

Legyen x a fitk szama, y pedig a lanyok szama! igy 1 fitnak x—1 fiti és y lany osztaly-
tarsa van, illetve 1 lanynak x fii és y —1 lany osztalytarsa van. A feladat allitasa szerint
y=2 (x - 1)
3

—-l1==x

y
Az egyenletrendszer megoldasa a (6;10) szampar, azaz az osztaly 16 fGs.

Legyen x az osztalylétszam, y pedig az elégségesek szama! A feladat allitasai szerint

y+2y+3y+§+2=x

X
+2=—
YT

Ebbdl ahonnan x =30, azaz az osztaly 30 f6s.

Legyen x az 6szi gy6zelmek és y az 6szi dontetlenek szama! Igy a tavaszi gy6zel-
mek szdma 0,8x, a tavaszi dontetlenek szama 1,2y. A gyiijtott pontokra felallitott
egyenletrendszer megoldasaként x=10¢és y =35, tehat 18 gydzelmet és 11 dontet-
lent jatszottak a bajnoksagban.

Ha x a kis pizza és y a nagy pizza eredeti ara, akkor az aremelés utani aruk 1,6x,
illetve 1,2y.

a) Az allitasbol Yoy adodik, vagyis aremelés el6tt a nagy pizza ara 4-szerese volt
X

a kicsiének.

b) Mivel a kor teriilete a sugar négyzetének m-szerese, az atmérék aranyabol kovet-
kezik, hogy 1 nagy pizza mennyisége 4 kis pizzaéval egyenld, igy aremelés elott
ugyanannyiba keriilt az azonos mennyiség a kis vagy a nagy pizzabol. Aremelés

. . 4-1,6x 4 .

utan a 4 kis pizza aranak és az 1 nagy pizza aranak aranya 0 2’ r=2- 1,3, tehat
2y

33%-kal tobbet kell fizetni, ha kis pizzabol fogyasztjuk el az adott mennyiséget.

Aremelés el6tt ugyanannyiba keriilt a kis vagy nagy pizzabél az azonos mennyiség.

511.x mennyiségli, 5%-os Ontartalmt bronz 6tvozet oOntartalma x-ﬁ, y mennyiségii

10%-os bronzé pedig y- %, igy az x + y mennyiségli 8%-o0s dtvozeté (x + y) . %
Felhasznalva, hogy 6tvozéskor az ontartalmak dsszeadodnak, felirhatéd egy kétisme-
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retlenes egyenlet: x- S + 10 (x+ )i mivel y # 0 ahonnan > = 2 azaz
700" 100 00" Y v 3
2 : 3 aranyban kell az 5%-os és a 10%-os bronzot 6tvozni.

. 14 . .
512. x mennyiségli 14 karatos arany x- 7 tiszta aranyat, y mennyiségii 22 karatos arany
22 . . 19 .
y~a tiszta aranyat, az Stvozetiik pedig (x+ y)ﬁ tiszta aranyat tartalmaz. Az
el6z6 feladathoz hasonloan kapjuk, hogy 3 : 5 aranyban kell a kétféle aranyat 6ssze-

olvasztani.

513. Az el6z6 feladatokhoz hasonloan:
a) Az elso oldat 32 térfogat%-os, a masodik 44 térfogat%-os toménységii.
b) 2 : 3 aranyban kell keverni a 32 térfogat%-os ¢és a 44 térfogat%-os alkoholt.

514. x-szel és y-nal jeldlve a két szamot (x > y) a feladat allitésa szerint x + y =10(x—y),

9 . .
ahonnan y = ﬁ, igy 11|x, igy a lehetséges 50-nél kisebb, pozitiv egész szamparok:

(11;9); (22;18); (33;27); (44;36).

515. Legyen x a vasarolt eper mennyisége (kg-ban), és y a vasarolt eper kilonkénti ara
(Ft-ban)! A feladat szerint

(x+4)(y—150)=7200
ahonnan x =12 adodik, azaz 12 kg epret vasaroltunk.

x-y:7200}

. o k
516. Legyen x az iskolaba érés szokasos ideje (6raban), és y a szokasos sebesség (—rrl
-ban)! A feladat szerint h
x-y=3

(x—%)(y+l2) 3’

1
ahonnan x = 3 ora =10 perc.

a) Karcsi ezen a napon 6 perc alatt ért az iskolaba.

b) Ezen a napon 30 %—val kellett hajtania.
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517.

518.

519.

520.

521.

522.

523.

524.

25 db eredetileg 24 forintos és 30 db eredetileg 30 forintos ceruzat vettiink.

Legyen x Ft 1 sos kifli ara, y Ft pedig 1 korpas zsemle ara! A feladat szerint
S5x+2y =360
4x=3y+ 12}’
ahonnan x =48 ¢és y =60, igy két kifliért €s 6t zsemléért 396 forintot fizetnénk.

Az els6 osztalyt krumpli 160 Ft-ba, a masodosztalyu 120 Ft-ba kertilt kilonként.

Ha az egyik munkas x nap alatt, a masik y nap alatt végezne egyediil a munkaval,
. 1 . 1
akkor egy nap alatt egyikiik a munka — részét, masikuk az — részét végezné el.
X
A feladat szerint
6 6
—+—=1
Xy
4 b
— 4+ 2 — 1
Xy

ahonnan x =10¢és y =15, a két munkas tehat 10, illetve 15 nap alatt végezne kiilon-
kiilon.

Legyenek x és y az eredeti téglalap oldalai! A feltételek szerint

(x+9)(y—3) =Xxy
(x=3)(y+4)=xy ’
megoldva az egyenletrendszert az eredeti téglalap oldalai 15 és 8 cm hosszuak.

Az el6z6 feladathoz hasonldan a telek oldalai 30 és 40 méteresek, vagy 20 és 60
méteresek.

A haromszog teriilete és keriilete kozti 6sszefiiggésbol a beirt kor sugara » =3 cm,
mellyel felirhat6 az oldalak kozt egy Osszefliggés (atfogd = befogdk dsszege — 2r).
Ebbdl és a Pitagorasz-tételbdl kapunk egy diophantoszi egyenletet a két befogora,
melynek megoldasai a (7;24),(8;15)¢és(9;12) szampérok. A lehetséges harom-
sz0g oldalak: 7, 24 és 25 cm, vagy 8, 15 és 17 cm, vagy 9, 12 és 15 cm.

Legyen az eredeti szam elsé szamjegye x — 3, masodik szamjegye x, az 6tszorosének
a szdmjegyei pedig y—2, y—1¢és y! A kapott 3-jegyti szam 5-tel oszthato, igy 0-ra
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525.

526.

527.

528.

vagy 5-re végzddik, mivel azonban a jegyei ndvekvo sorrendben allnak, ezért y =5,
azaz 5- (IO(x -3)+ x) =345, ahonnan x =9. A keresett kétjegy(i sz4dm a 69.

Legyen k a kék csticsok szdma, p a piros csticsok szama! A feladat szerint
k-p=40
k(k-1 -1) ¢
(k-1) g, P(P=1)
2 2

Mivel k és p is egész szam, ezért a 40 szorzatalakjait végiggondolva az egyetlen
lehetséges megoldas, hogy 8 kék és 5 piros cstics van.

Legyen a téglalap két oldala a és b, teriilete a - b = 400. A keriilete 2(a + b). Hasz-
naljuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlotlenséget!

K=2(a+b)= = ath >4+a-b =4-20=80. A keriilet akkor lesz a legnagyobb,

ha a = b =20, azaz ha a téglalap négyzet.

Legyen a korcikk sugara r, a hatarolo iv hossza i! Ekkor a keriilete K = 2r + i, teriile-

te pedig T = BN Mivel i és r pozitiv, hasznaljuk a szamtani és mértani kozép kozti
2

2r+i, [2ri, melybsl % > 4T, melybd] T < [1{—6. fgy 7 akkor

egyenlotlenséget.

maximalis, ha 27 =i.

Legyen a téglalap két oldala a és b. A kerités hossza a + 2b. Az el6z6 feladathoz ha-
2
sonldan %Zb >+/a-2b, melybdl g > /2T, melybsl T < % A tertilet akkor lesz

maximalis, ha a = 2b.



7. Geometria - megoldasok

7.1. A haromszog szogeire, oldalaira vonatkozé tételek

529.

530.

531.

532.

533.

534.

53s.

536.

Vizsgaljuk meg, hogy teljesiil-e a megfeleld haromszdg-egyenldtlenség (elegendd
a két rovidebb oldal 6sszegét vizsgalni)!
a) igen; b) nem; c)igen; d) nem; e)igen; f)igen.

a) 1,4+3,6 > x, melybll x <5; 1,4+ x> 3,6, melyb6l 2,2 < x és 3,6+ x>1,4, ami
minden x-re teljesiil, a két el6z0 feltétel alapjan a harmadik oldal csak 3 vagy 4
cm lehet.

b) 2007, 2008 vagy 2009 cm.

Nem érhetiink vissza eredeti helylinkre, mert a 3 szakaszhossz nem hataroz meg
egy haromszoget (27 +24 < 52!).

Emeljiink derékszogli haromszoget az AB szakaszra, mint atfogora, mely harom-
sz0g befogoi az x és y tengellyel parhuzamosak! A befogdk hossza 4 és B megfele-
16 koordinatainak kiilonbsége, igy a Pitagorasz-tétel segitségével:

a) AB=~6"+8> =10;
b) 4B =/(12-3) +(5-2)" =~90;
¢) AB=4/50.

A 7 cm oldalt négyzet atloja T2 ~ 9,89 cm, ami kisebb, mint a korlap atmérdje,
tehat ki lehet vagni.

A téglalap atléja V9> +12° =15cm, azaz egy legalabb15:2 =7,5cm sugart kor-
lapbol lehet kivagni.

Az eredd erd nagysaga egy 50 és 70 egység oldalu téglalap atldjanak hossza, azaz
kozelitéleg 86 N.

A kép oldalainak hosszat 2x-szel és 3x-szel jeldlve (2x)° +(3x)” =182 ahonnan
18

NE

xX= ~ 4,99, a kép méretei tehat kozelitleg 10 és 15 cm.
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537. Az asztal atlojanak hossza 1002 ~141,4 cm, ami nagyobb, mint a terit atmérdje,
azaz nem fedhet? le teljesen az asztal.

538. Az A, B és D pontok egy szabalyos haromszdget hataroznak meg. Jeldlje F az
AB szakasz felez6pontjat! A keresett DC tavolsag a DFC derékszogli haromszog-

bol szamithato ki, melyben DF a 6 km oldalu szabalyos haromszdg magassaga:

DF =~J6* —3% =+/27 km.

1. eset: Ha a pontok sorrendje 4, B, C, akkor az F'C szakasz hossza 13 km, igy

DC =~27+13" =14km.

539. Mivel a vonalra illeszked6 oldalak hossza egész szam, igy a nem vonalra illeszkedd
oldalak hossza is, ami csak ugy teljesiilhet, ha az oldalhosszak valamely pitagoraszi
szamharmas legnagyobb elemei.

540. a) A 31 csomos kotél 30 egység hosszu, amivel akkor lehet derékszdgelni, ha van

olyan pitagoraszi szamharmas, melyben a szdmok 6sszege 30.

— Tekintsiik a 3, 4, 5 pitagoraszi szdmharmast, illetve ennek tobbszoroseit!
A 3x+4x+5x =30 egyenletnek nincsen egész megoldasa.

— Tekintsiik az 5, 12, 13 szamharmast és tobbszoroseit! Az Sx+12x+13x =30
egyenletnek van egész megoldasa, azaz a kotélbdl kialakithatd egy derékszogli
haromszog, melynek oldalhosszai 5, 12 és 13 egység. A 31 csomés kotéllel
tehat lehet derékszogelni.

b) Hasonloéan kapjuk, hogy a 37 csomds kotéllel is lehet derékszdgelni, mert kiala-
kithato beldle egy 9, 12, 15 egység oldalu derékszdgii haromszog.
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541.

542.

543.

544.

545.

546.

547.

548.

Felirva a bels6 szogosszeget: 2x +3x+7x =180°, ahonnan x =15°, igy a harom-
sz0g szogei 30°, 45° és105°.

A haromszog kiils6 szogeire felirhatd, hogy 3x +4x + 5x = 360°, melybdl x kiszamit-
hato, igy a haromszog bels6 szogei 30°, 60° és 90°, a hdromszog tehat derékszogi.

a) — Ha a 36°a szarszog kiils6 szoge, akkor a szarszog 144°, az alapon fekvo egyen-
16 szo6gek pedig 18°-osak.
— Ha a 36° az alapon fekvo szog kiils6 szoge, akkor az alapon fekvd szogeknek
144°-osnak kellene lenniiik, ami nem lehetséges.
b) 40°, 40° és 100°, vagy 40°, 70° és 70°;
¢) 80°, 50° és 50°, vagy 80°, 80° és 20°.

Legyen a szarszog kiils6 szoge a! Felirva a kiils6 szogek 6sszegét két megoldas

lehetséges:

a) o +2(a +18°) =360°, ahonnan a =108°, igy a haromszdg belsd szdgei: 72°,
54° és 54°.

b) o +2(a —18°)=360°, ahonnan o =132°, igy a haromszog szogei: 48°, 66° és
66°.

a-val jeldlve a haromszog legkisebb szogét a masik két szog o +10° és 3(a + 10°),
igy a bels6 szogodsszegbdl o =28° adodik, a masik két szog pedig 38° és 114°.

A feladat allitasai szerint, valamint felhasznalva, hogy egy haromszognek egy kiilsé
szoge egyenld a két nem mellette fekvo belsd szog Gsszegével, a haromszog szogei:
o, 2a és 2a. A belso szogosszegbdl a = 36°, a masik két szog igy 72°, tehat egyenld
szart és hegyesszogli a haromszog.

Az ismert aranyt kiils6 szogeket 2x-szel és 3x-szel jeldlve a haromszdg belsd szo-
gei x,180°—2x és180°—3x, melyek 6sszegébdl x kiszamithatd, igy a haromszog
szogei 45°, 45° és 90°, azaz egyenlo szart és der¢kszogli a haromszog.

a-val jelolve a haromszog szarszogét a haromszog belsd szogeinek dsszege:

o +2-(180°-3,5a ) =180°, melybdl o =30°.

a) A haromszog szogei: 30°, 75° és 75°.

b) A szdgfelez6 az alappal 37,5°-o0s szoget zar be, ebbdl kdvetkezden az alapra me-
réleges magassaggal 90°—37,5° =52,5°-0s szoget zar be.
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549. Hasznaljuk fel, hogy az egyenld szaru haromszogek alapon fekvd szogei egyenlok,
illetve hogy egy kiilsd szog egyenld a két nem mellette fekvo belsd szog Osszegé-
vell a=90°.

550. Egy 30°-o0s derékszogli haromszoget a hosszabbik
befogojara tiikrozve az eredeti és a képharomszog
egylittesen egy szabalyos haromszoget alkot, hiszen a
tengelyes tiikrozés tdvolsag- és szogtartd. A szabalyos
haromszog oldalhossza az eredeti haromszog atfogo-
ja, ami épp kétszerese az eredeti haromszdg 30°-kal B < A
szemkozti befogdjanak, igy 4 egység hosszusagu. Az
eredeti haromszog harmadik oldala pedig a Pitago-
rasz-tételbdl 4+/3 egység hosszil.

7.2. A haromsz6g nevezetes vonalai és pontjai
551. a) igaz; b)igaz; c)igaz; d)hamis; e)igaz.

552. a) — e) El6szor a haromszoget kell megszerkeszteni, majd a definiciok szerinti meg-
felel6 nevezetes vonalakat és pontokat.
) 1. megoldas: Tekintsiik a kort egy haromszog koréirt korének, ezért jeloljiink ki

a koron 3 pontot! Ezen haromszog két oldalfelezé merélegesének metszéspontja
a kor kozéppontja.
2. megoldas: Jeloljink ki 2 pontot a koron! Az ezek altal meghatarozott szakasz
felezdmerdlegesének a korbe esd része a kor atmérdje, tehat a felezOpontja a kor
kozéppontja.

553. a), b) alapszerkesztések;

c) Vegyiik fel a-t (BC oldal), majd huzzunk vele parhuzamost m, tavolsagban! Mér-
jik fel B-t BC-re, tetszdleges végpontjaban, ez a szogszar kimetszi a parhuza-
mosbol 4-t!

d) A BC oldallal m, tavolsagban hiizott parhuzamos egyenesre koriveziink BC oldal
felezOpontjabol s, sugarral, ez kimetszi az 4 csucsot.

e) Az eldzdekhez hasonl6 a szerkesztés menete.

f) A BC oldal B végpontjaba felvessziik f-t, melynek szogszarara C-bol s, sugarral
koriveziink, ez kimetszi az AB oldal F felezopontjat. BF-et F-en til BF-fel meg-
hosszabbitva megkapjuk az 4 cstcsot.

g) Az s,,a¢€s 5 szakaszokbol megszerkesztheté haromszog segitségével megkap-

juk a harmadik csucsot.
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554.

55s.

556.

h) Az s, atfogoja, m, befogoju derékszogl haromszog megszerkeszthetd (a Thalész-
tétellel), melynek a masik befogdja altal meghatarozott egyenesre B-bol a-val
korivezve megkapjuk a C csticsot, annak segitségével pedig az A cstcsot.

1) A szogfelez6 a haromszoget két haromszdgre bontja, melyek kozill az egyik 2

oldalbol és a kozbezart g sz0gbdl megszerkeszthetd.

j) Az f) ponthoz hasonl6 a szerkesztés menete.
k) F-fel jelolve a BC oldal felezépontjat és S-sel a sulyvonalak metszéspontjat — ki-

hasznalva, hogy a sulypont a csticsoktdl tavolabb harmadolja a stlyvonalakat —,
2
a BSF haromszog 3 oldalbdl megszerkeszthetd g, gsa, gsb .
1) Az el6z6h6z hasonldan BSC haromszog megszerkesztésével induljunk!
m) Jeldljiik 7-vel az m, magassag talppontjat! A BCT derékszdgii hdromszog meg-
szerkeszthetd. Feltéve, hogy a hegyesszog, a TB oldalara kiviilrdl felvessziik

B-ben o potszogét, melynek szogszara kimetszi CT egyenesébdl az 4 csticsot.

a) hamis; b)igaz; c)hamis; d)igaz; e)hamis; f)hamis.

Hasznaljuk ki, hogy a haromszog koré irt kor kozéppontja egyenld tavol van a csu-

csoktol, illetve a beirt kor kozéppontja a szogfelez6k metszéspontja!

a) Jeloljik K-val a haromszog koré irhatd kor kozéppontjat! Szerkesszikk meg a
KBC haromszoget 3 oldalabdl! B-t a BC oldalra felmérve a szogszar kimetszi a K
kozéppontua, R sugaru korbol az A cstcsot.

b) ¢) Az el6z6 feladathoz hasonldan induljunk el!

d) K-val a beirt kor kdzéppontjat jeldlve az el6z6khdz hasonléan KBC haromszog
megszerkesztésével indulhatunk el (melynek BC-hez tartoz6 magassaga r, egyik

BC-n fekvo szoge pedig g ), majd a KBC<x és KCB<« szdgek KB-re, illetve KC-

re torténd masolasaval A-t is megkapjuk. o
e) Az ABK haromszdg AB-hez tartozé6 magassaga r, AB oldalan fekvo szogei By

a
és g Ezen haromszdg K-bol indulé magassagvonala 9O°—E, illetve 90°—§
szoget zar be a K4 és KB oldalakkal. Ezek alapjan r felvételével indulva az AKB

haromszog megszerkesztheto.

Hasznaljuk ki, hogy szabalyos haromszdgben az egy oldalhoz tartoz6 magassagvo-

nal, sulyvonal, szogfelez6 és oldalfelezé merdleges egybeesik!

a) A magassag mindkét oldalara vegytik fel a megfeleld szogeket...!

b) A haromszog oldala a k6zépvonal 2-szerese...

c¢) — d) A beirt és koréirt kor kozéppontja a haromszog sulypontja, ami harmadolja a
magassagot...
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557. a) — 1) Hasznaljuk ki a nevezetes vonalak definicioit, illetve az egyenld szari harom-
sz0g tulajdonsagait!

m) Készitsiink vazlatot, melyben az egyenld szar(i haromszog alapja legyen a BC

oldal, a szarszognél pedig az A4 cstcs! B és C koriil a BC egyenesére leforgat-

va a szarakat kapjuk a P és Q pontokat. Az igy keletkezdé POA egyenld szart

o

s 4 - a r 7
haromszog alapon fekvo szogeirél megmutathatd, hogy —a nagysaguak,

tehat megszerkeszthetéek. Mivel POA haromszog alapja az adott keriilet, és a
rajta fekvo szogek ismertek, a haromszog megszerkeszthetd, innen a megfeleld
szogek segitségével a B és C csucsok is kimetszhetdk a PQ szakaszbol.

558. A megadott szogeknél 1évo csticsokat A-val és B-vel, a szogfelez6k metszéspontjat
pedig P-vel jelolve a keresett hajlasszog az ABP haromszog P cstcsnal 1évo kiilsé
szoge. Tudjuk, hogy egy kiils6 szog egyenlé a nem mellette fekvo két belsd szog

[e] o

+ 2 =50° nagysagu.

Osszegével, igy a kérdéses szog

559. A haromszdg két ismeretlen szogét o-val és B-val jelolve, az el6z6 példahoz hason-
o
l6an a szogfelezOk hajlasszoge 5 + g, azaz felhasznalva, hogy o +  =180°—-80°, a

két szogfelezo altal bezart szog 50°.
560. Az el6z6khoz hasonldan a keresett szog 116°.
561. Az el6z6 feladatok alapjan konnyen belathato.

562. Jeloljik K-val a beirt kor kozéppontjat, C-vel a de- B
rékszogl csticsot, és A-val, B-vel az atfogd végpont- '
jait! K-bdl a befogodkra bocsatott merdlegesek sugar
(r) hosszusaguak, legyenek a talppontjaik P és Q!

a) KOCP egy négyzet, melyben 2-7* =3 azaz

r=—cm. . . -~
V2 c P A

b) Az AK és BK szakaszok hossza a megfeleld derékszogli haromszogekbdl Pitago-

rasz-tétel segitségével kiszamithato: AK = y/r? +(10— r)2 ~ 8,16 cm, és

BK =/r* +(8—r)2 ~ 6,25 cm.
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563.

564.

565.

566.

567.

568.

569.

570.

571.

572.

A beirt, illetve a koréirt kor kozéppontja a szabalyos haromszog sulypontja, igy
1
konnyen belathato, hogy a beirt kor sugara a haromszog magassaganak 3 része, mig

a koreéirt kor sugara ennek a kétszerese. A haromszog magassaga 33 egység, tehat

a beirt kor sugara V3 egyseég, a koréirt kor sugara 23 egység.

Az el6z6 feladat alapjan:
a) A beirt kor sugara 1 cm, a koréirt koré 2 cm.

b) Az oldalak hossza 243em.

Hasznaljuk ki, hogy a 30°-0s derékszogli haromszdgben a rovidebb befogo feleak-
kora, mint az atfogd!

1. 2 . 1
Az 7 illetve 3 sulyvonal hosszlisagl, valamint az 5 oldalhosszisagl szakaszok

altal hatarolt haromszogek egybevagosagabol kovetkezik a feladat allitasa.

a)igaz; b) hamis; c)hamis; d)igaz.
Szdgei: 30°, 60° és 90°, oldalai: 4 cm, 2 cm és 24/3 cm.

A stlyvonal merélegességébdl kovetkezik, hogy a haromszdg egyenld szaru, ezért
az a és b oldal hajlasszoge 50°, ahonnan a sulyvonal és az a oldal hajlasszoge 40°.
Mivel a kozépvonal parhuzamos az a oldallal, ezért a keresett szog 40°.

A haromszog szogei: 40°, 70° és 70°.

Kihasznalva a k6zépvonal definiciojat és a ra vonatkozo tételt, a haromszog szogei:
30°, 30° és 120°, oldalai 2,2 és 2/3 egység.

Az 561. feladat alapjan a haromszog egyenld szara, jeldljiik az alapjat a-val, a sza-

rait b-vel! Kihasznalva, hogy a stlyvonalak harmadoljak egymast, valamint a 18
2

egységnyi sulyvonal merdleges az alapra: (%J +6% =107, ahonnan a = 16 egység.

A haromszog szarai pedig kozelitdleg 19,70 egység hosszusaguak.
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573. Két megoldas lehetséges:
1. Az egyenld szar derékszogli haromszoget a szarszog szogfelezdje két egyenld
szari haromszogre vagja, azaz a szogek: 45°, 45° és 90°.
2. Az alapon fekv6 szogek szogfelezdje csak hegyesszogi egyenld szar(i haromszoget
tud két egyenld szara haromszdgre vagni, melyek nem egybevagoak. Kihasznalva
az egyenld szard haromszogek tulajdonsagait a haromszog szogei: 36°, 72° és 72°.

574. a) A haromszdg oldalai: 672,642 és12 cm.
b) A befogokhoz tartozoé stulyvonalak hossza: V90 cm.

575. Jeloljik K-val a koréirt kor kozéppontjat, S-sel a sulypontot, 4 és B-vel az alap
végpontjait és F-fel az AB felezépontjat! Legyen x az alap felének hossza, y pedig
az SF szakaszé! Tételezziik fel, hogy a haromszog hegyesszogii! A két ismeretlenre
felirhatunk két egyenletet: 2

x4y’ = (2\5 )

2 2 2 270,
o)
7 3 7 3

ahonnan a feladatnak megfeleld (pozitiv) megoldasok x =2 és y =2. Igy a harom-

sz0g alapja 4, szarai /40 egység hosszusaguak. (Tompaszogii haromszég nem ad
megoldast.)

C

576. A rovidebb befogd és a magassag hajlasszdge egyenlé a hosszabbik befogd és az
atfogo hajlasszogével, mert merdleges szaru szogek, igy a szogfelezd és a magassag

altal bezart szog 45°—15°=30°.
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571.

Az el6z6 feladat alapjan a magassag, a szogfelez6 ¢és az atfogo altal kozrezart derék-
szogl haromszog 30°-0s, igy Pitagorasz-tétel segitségével a szogfelezd haromszog-
be esd szakasza 2+/3 egység.

7.3. A haromszog teriiletszamitasi médjai

578.

579.

580.

581.

582.

583.

584.

A sulyvonal definici6ja szerint a két haromszog egy-egy oldala egyenld hosszusagu,
az ezzel szemkozti csticsuk, igy az ezen oldalhoz tartozo magassaguk is kozos, tehat
a tertiletiik egyenld.

Az ABC haromszog BC befogoja fele az atfogdnak (30°-o0s a haromszdg), igy
BC=17 = AC=173 egység.

1743 .
_CP-CB_ 3
2 2

b) Az el6z0 feladat szerint BPQ haromszog teriilete egyenlé a BCP haromszog te-
riiletével.

7

a)T ~ 83,43 egység.

T =343 dm”.

A PQF haromszog PQ-hoz tartoz6 magassaga parhuzamos BC-vel, és mivel egyik

végpontja F, ezért az eredeti haromszognek kdzépvonala, igy BZ—C hosszusagu. POF

haromszog PQ oldala az eredeti haromszdg AC oldalanak harmada, magassaga pe-
dig az eredeti haromszog magassaganak a fele, ezért a tertilete az eredeti haromszog
teriiletének a hatoda.

Az el6z6 feladatokhoz hasonldan az AFC haromszog (F az AB oldal felezépontja)
tertilete 32—0 =15cm’, melynek CF oldalat az S sulypont az F-hez kdzelebb harma-

dolja, ezért a kérdéses AFS haromszog teriilete ? =5cm’.
Az el6z6 feladat alapjan belathato.

Jeloljiik T-vel az ABC haromszog, t-vel az AMC haromszog és ¢ -gal a PFM harom-
szog terliletét! Az el6zo feladatokhoz hasonldan belathatd, hogy az APC haromszog

T T
tertilete 38z APF haromszogé s ¢s a PFC haromszogé 3 Az APC haromszog
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585.

586.

587.

588.

589.

590.

T . T .
teriiletére felirhato, hogy 7+ 3 -t = 3 Felhasznalva, hogy ha két haromszog egyik

oldala egy egyenesbe esik, és az ezzel szemkdzti csticsuk kdzds, akkor a teriileteik

T *
I .
aranya a kozos cstccsal szemkozti oldalaik aranya: 3 - 7
t *
St

6
letbdl #-ot kifejezve, majd a méasodik egyenletbe behelyettesitve megkapjuk, hogy

. Az els6 egyen-

r=—.
4
a) A két derékszogli haromszogbdl Pitagorasz-tétellel kiszamithato az a oldal két
szelete, igy a =63 m.
b) Mivel a stlyvonal felezi a haromszog teriiletét, igy a részek teriilete:
63-20 1

—— . —=315m’,
2 2

a) rjuk fel a magassag altal létrehozott két derékszogii haromszogre a Pitagorasz-
tételt! A kétismeretlenes egyenletrendszerbdl m, = 24 egység.
b) T =468 teriiletegység.
c-m

o) T= ZC = m, =37,44 egység.

Hasznaljuk a teriilet kétféle kiszamitasi modjat — a Heron-képletet és a beirt kor

3
sugarat felhasznalo sszefiiggést! Ezekbdl » = \/; ~1,22 cm.

Felhasznalva, hogy egy kiilsé pontbdl egy korhdz huzott érintdszakaszok egyenld
hosszuak, a haromszog oldalainak a beirt kor érintési pontjai altal 1étrehozott sza-
kaszai kozt 2-2 egyenl hosszisagu. Az atfogé ket szeletét x-szel és (10— x)-szel
jelolve a befogok szeletei x és 2, illetve 2 és (1 0- x). A Pitagorasz-tétel segitségével
az atfogo szeleteire 4 és 6 egység adodik, igy a haromszog teriilete 12 teriiletegység.

A Pitagorasz-tételbdl az atfogo hossza a befogo V2 -sz0Orose, igy a keriilet felirhato:
2x+xy2 = 13,66, ahonnan a befogok hossza kozelitéleg 4 cm. A haromszog terii-
lete kozelitdleg 8 cm®.

A teriilet 16+/3 cm”.
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591.

592.

593.

594.

59s.

596.

597.

598.

599.

A szabalyos haromszog beirt, illetve koréirt korének kdzéppontja a haromszog suly-
pontja és egyben magassagpontja is. Ennek felhasznalasaval:

a)T =33 em?;

b) T =123 em®.

A szar kiszamitasa utan a tertilet kétféle felirasabol megkapjuk, hogy a szarhoz tar-
tozd magassag kozelitdleg 9,23 egység.

Az > s, €s b hosszusagn szakaszok pitagoraszi szdmharmast alkotnak, ezért de-

rékszogli haromszoget zarnak kdzre, melynek derékszoge az eredeti haromszdgben
a szokasos jelolések szerinti y szog. fgy kozelitdleg a c oldal hossza 7,21 cm, a
haromszog keriilete 17,21 cm, a teriilete pedig 12 cm’.

Az eléz6 feladathoz hasonléan T = 128 _ 48 cm?.

A kozépvonalak hossza 6, 8 €s 10 mm, melyek derékszogii haromszoget hataroznak
meg, igy ennek teriilete 24 mm’.

a), b) Az atfogora emelt Thalész-korbol a megfelelé modon kimetszhetd a derék-
szOgli csucs.
c¢) Hasznaljuk ki, hogy az atfogoéhoz tartoz6 stlyvonal hossza a Thalész-kor sugara,
igy ismert az atfogo!
d) A két, befogora esd pont altal meghatarozott szakaszra emeljiink Thalész-kort,
és az atfogo egyenesével m, tavolsagban huzott parhuzamos kimetszi ebbdl a
derékszogili csucsot.

Az egyes szakaszok jeldlésekor hasznaljuk ki, hogy 30°-0s derékszogti haromszogben
a rovidebb befogo fele az atfogonak! A Pitagorasz-tétel segitségével az adodik, hogy
a kor negyedeli a haromszog oldalat, azaz 2 és 6 egység hosszusagl részekre osztja.

A Thalész-tétel megforditasabol és a sulyvonal definiciojabol kovetkezik az allitas.

A kozépvonal-tétel miatt a megadott kozépvonal valamelyik befogoval van szem-
ben, igy a haromszog befogoi 24 ¢és 7 egység hosszusaguak. Az atfogdhoz tartozo
sulyvonal feleakkora, mint az atfogd, azaz 12,5 egység, a befogdkhoz tartozé suly-
vonalak hossza pedig a Pitagorasz-tétel segitségével meghatarozhatd: kozelitéleg
24,25 ¢s 13,89 egység.
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600.

601.

602.

603.

604.

Legyen C a derékszogli csucs, 7 a magassag talppontja, F az atfogo felez6pontja,
B az atfogd T-hez kozelebbi, 4 pedig a masik végpontja! Az eldzd feladat szerint
CFA egyenld szar haromszodg, tehat FCA<« = CAB<t, ugyanakkor CAB«X =TCB<,
mert merdleges szaru szogek, ezekbdl kdvetkezdéen FCA<« = TCB<, melybdl mar
adodik a feladat allitasa.

A két talppont kiilon-kiilon a harmadik oldallal egy-egy derékszogli hdromszdoget
hataroz meg, melyeknek az atfogoja kozos, igy a Thalész-tétel megforditasabol ko-
vetkezik a feladat allitasa.

Az el6z6 feladatbol kovetkezik a szerkesztés menete.

Legyen a kisebbik kor kozéppontja P, a nagyobbiké Q, a kozds kiilsé érintd érin-
tési pontja a kisebbik koron 4, a nagyobbikon B, ¢és a két kor érintési pontja C!
ABQP derékszogl trapéz, melynek a PQ szaron fekvd szogei kiegészitd szogek,
valamint az ACP és BCQ haromszdgek egyenld szaruak, ezért az alapon fekvo szo-
geik egyenldk. Mindezek alapjan:

ACB< = 180°— ACP<t— BCO< = 180°— 100 —APC_180°= BOC<

2

_ APC«+BOC«x
2

=90°.

Legyenek 4, B, C a haromszdg csucsai, P, O, R az oldalfelez6 pontok (4-val szem-
ben P, stb.) és T pl. az AB oldalra esé magassag talppont! Az ATC derékszogi ha-
romszogben QT sulyvonal fele az AC atfogonak, ezért az AQT haromszog egyenld
széarl, azaz ATQ<X = TAQ<.

Mivel QP kdzépvonal, igy QP parhuzamos TR-rel, tehat POT< = ATO<, de PR is
kozépvonal, igy TAQ< = QPR<t, amibdl adodik, hogy OPRT szimmetrikus trapéz.
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605.

606.

607.

A hurok kozos végpontjat jeloljikk P-vel, a kor kozéppontjat K-val, a hirok fele-
z6pontjat F-fel! Barmely har esetén a PKF haromszog derékszogii, melynek F a
derékszogli csucsa, igy a Thalész-tétel megforditasa értelmében illeszkedik a PK
atmérdji korre. A hurok felezopontjai tehat egy PK atmérdji kort hataroznak meg.

Az el6z6 feladatbdl kovetkezik a szerkesztés menete.

a) hamis; b)igaz; c)igaz; d)igaz (merta 3 silyvonalbdl egyértelmiien megszer-
keszthet6 a haromszdg); e) igaz.

7.4. A specialis négyszdgek fajtai

608.

609.

610.

611.

612.

613.

614.

615.

a)igaz; b)igaz; c)hamis; d)hamis; e)igaz.

A paralelogramma szomszédos szogei kiegészitd szogek, a szemkoztiek pedig
egyenldek, igy a paralelogramma szdgei: 72° és 108°.

Hasznaljuk ki, hogy a négyszogek bels6 szogosszege 360°!
a) A deltoid szogei: 45°, 75°, 75° és 165°.
b) A rovidebb oldallal 7,5°, a hosszabbal 67,5°-0s szoget zar be.

a) 110°, 53°, 144° és 53°, vagy 53°, 110°, 87° és 110°.
b) Egy sz6g nem hatarozza meg a deltoid dsszes szogét, ezért a feladat egyértelmii-
en nem oldhaté meg.

A rombusz atloi felezik a szogeket, és a szomszédos szogei kiegészitd szogek, igy a
rombusz szdgei: 70° és 110°.

Hasznaljuk ki, hogy a téglalap atloi egyenld hosszlak €s felezik egymast! A kérdé-
ses szogek: 68° és 22°,

A rombusz atloi merdlegesen felezik egymast, €s oldalai egyenld hosszusaguak, igy
az oldalhossz 26 cm, a masik atlé hossza pedig 48 cm.

A masik oldal 30 cm, a masik atlé 48 cm hosszu.
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8 1, 7
616. A négyzet oldalhossza E’ a P-bdl az oldalra bocsatott merdleges E s E hosszi

részekre osztja az oldalt. A keresett tavolsag:
V2) V2 2 2 '
617. A rovidebb alap végpontjaibol a hosszabb alapra bocsatott merdlegesek a hosszabb ala-

pot 12, 4 és 12 méteres részekre osztjak. A Pitagorasz-tételbdl a toltés magassaga 5 m.

618. Legyen AB =8, BC=6,CD =4¢és DA =4!
4 c
D

A 8 B
1. megoldas: Hizzunk C-n keresztiil az AD szérral parhuzamost! Ez a parhuzamos
egy rombuszra és egy 4, 4, 6 egység oldalu haromszogre osztja a trapézt. Mivel ez a
haromszog egyenld szaru, az alaphoz tartozo magassaga felezi azt. Ugyanakkor ez a
magassag az 4B oldalt is felezi, ezért kdzépvonal az ABC hadromszdgben. A kozép-
vonaltétel miatt igy AC is merdleges BC-re, tehat az ABC haromszdg derékszogi,
ezért AC =27 egység.
2. megoldas.: Kossiik 0ssze az AB oldal F felezépontjat C-vel! AFCD egy rombusz,
azaz FC =4, F tehat egyenl6 tavol van 4-t6l, B-t6l és C-tdl, vagyis az ABC haromszog
kore irhato kor kozéppontja, ezért az ABC haromszog derékszogl (tovabbiakban lasd
el6z6 megoldas).
3. megoldas: Az AD és BC szarak meghosszabbitasanak metszéspontjat jeloljiik
E-vel! DC kozépvonal az ABE haromszogben, ezért DE = 4 és CE = 6 egység. Ezek
alapjan az ABE haromszog egyenld szaru, melyben AC magassag, ezért merdleges
BE-re (tovéabbiakban lasd els6 megoldas).

619. A rovidebb alap végpontjait a hosszabb alap felezépontjaval 6sszektd szakaszokrol
megmutathato, hogy 4 cm hossztak, igy 3 db szabalyos, egybevagd haromszogre

osztjak a trapézt. A trapéz szogei tehat 60° és 120°, atloja 443 em (lasd az el6z6

feladatot).
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620.

621.

622.

623.

624.

625.

626.

627.

628.

a) Az egyik atlo behuzasaval belathato, hogy a kérdéses négyszog két szemkozti
oldala az igy létrejott haromszogekben kdzépvonal, igy egymassal parhuzamos
¢és egyenld, ezért a felezOpontok paralelogrammat hataroznak meg.

b) Az el6zbek alapjan olyan paralelogrammat kapunk, melynek oldalai merdlegesek
egymasra, azaz egy téglalapot.

¢) Az a) pont alapjan olyan paralelogrammat kapunk, melynek az oldalai egyenld
hosszuak, azaz egy rombuszt.

d) A b) és c) pontok alapjan egy négyzetet kapunk.

Az el6z6 feladat a) pontja alapjan belathato.

A paralelogrammanak a megadott haromszdgon kiviili része egy 120°-0s szarszogl
egyenld szaru haromszog, illetve egy szabalyos haromszdg, melyek szdgeibdl ko-
vetkezik a feladat allitasa.

Valtoszogek segitségével belathatod, hogy a szogfelezOk egyenld szaru haromszo-
geket vagnak le a paralelogrammabol, azaz felezik a szemkozti oldalt, és mivel egy
szakasznak csak egy felezOpontja van, ezért abban metszik egymast.

Két szemkozti szog felezéje parhuzamos egymassal, a szomszédosak merélegesek
egymasra, ezért a szogfelezok téglalapot hataroznak meg.

A rombusz atloéinak behuzasaval megmutathato, hogy az asztal teriiletének az 50%-at
fedi le a teritd.

a) Deltoid.
b) A megfeleld derékszogli haromszdgekbdl kiszamithatoak a deltoid oldalai,
illetve a nem szimmetriaatloja, igy: K = 2(4\/§ +6:/13 ) =20V/13 ~ 72,11cm és

T:¥:3120m2,

Bocsassunk mer6legest az x hosszusagu rovidebb alap végpontjabol a masik alapra!
A levagott derékszogli haromszog oldalai 3, 9 — x és x, ahonnan x = 5 cm. Az atlok
hossza 3v10 ~ 9,48 cm és v/34 ~ 5,83 cm, a trapéz teriilete 21 cm?.

a) Az atlok hossza: 5 egység és J73 ~ 8,54 egység.
b) A trapéz teriilete: 18 teriiletegység.
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629.

630.

631.

632.

633.

634.

635.

a) A rovidebb alap végpontjabol az alapra bocsatott merdleges altal levagott derék-
szogli haromszdgnek a hianyzo oldala 103 cm. A trapéz kdzépvonalanak ebbe
a hdromszogbe esé szakasza (mint a haromszog kézépvonala) 53 cm, igy a ro-
videbb alap 12 53~ 3,34 cm, a hosszabb alap 12+ 53~ 20,66 cm, a szogek
30° és 150°.

b) T =60cm’.

ar 720
a+c 60

Atertiletbdl kiszamithato a trapéz magassaga m = =12 cm, igy a szarak

a-c 3a—c

2 2
hossza b = [ j +m* ~15,6 cm, az atloké e = [ j +m* ~32,3cm.

Bontsuk a trapézt 3 haromszogre a koréirt kor kozéppontjabdl a csticsokba behtizott

sugarakkal! K =25cm, T = ?ﬁ ~32,48 cm’.

a) A paralelogramma oldalai: 6 egység és kozelitéleg 17,09 egység.
b) T =96 terliletegység.

Csak az a 3 csucs illeszkedhet a feltételnek megfeleld korre, amely 3 cstics altal
meghatarozott haromszognek egyik oldala a paralelogramma rovidebb atlgja. A ro-
videbb atlo két egybevago, 30°-os derékszogli haromszodgre osztja a paralelogram-
mat, melyben a rovidebb befog6 fele az atfogonak.

a) A paralelogramma oldalai: 44/3 ¢s 83 cm.

b) T =483 cm’.

Hasznaljuk ki, hogy a fél deltoidban 1étrejott valamennyi haromszog 30°-os derék-
sz0gl haromszog!
a) A deltoid oldalai: 5 és # egység.

b) A masik atlo: ¥ egység.

)T = Slf teriiletegység.

Az oldalakat y-nal és 2y-nal, a szimmetriatengely részeit x-szel és (50 — x)-szel je-
16lve felirhato a Pitagorasz-tétellel két egyenlet. Az egyenletrendszer megoldasabol

x = 13,15, tehat a hosszabb palca végétdl kb. 13,2 cm-re kell a masik palcat rogzi-

tentink.
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636. a) A felatlok aranya is 2 : 5, igy az atlok hossza kozelitdleg 4,09 cm és 20,42 cm.
b) A rombusz teriilete 83,45 cm®.

637. Legyen x a rovidebb, y a hosszabb oldal hossza! Az aranymetszés szerint

y_xty a1 2 2 2 Y . ,
P P melybdl y° = xy+x°. x*-tel osztva —-re masodfoku egyenletet kapunk.
x
Innen az aranymetszés aranya b 1+2\/§ ~ 1,62, melybdl kifejezhetjiik az y-t, és
X

Pitagorasz-tétellel megkaphatjuk a fénykép oldalméreteit: kozelitdleg 5,3 cm és 8,5 cm.

7.5. Konvex sokszogek

638. A szabalyos hatszog 6 db egybevagd, szabalyos haromszdgre bonthatd, ha a szemben
1év6 csucsait dsszekotjiik. Ezek alapjan...

a) az egy csucsbol induld atlok koziil a hosszabbik kétszerese az oldal hosszusa-
ganak, azaz 4 cm, a rovidebb kétszerese a szabalyos haromszog magassagéanak,
azaz 2\/§ cm;

b) az atlok 30°-os szoget zarnak be egymassal, mert a hosszabb atlo felezi az ol-
dalak altal bezart 120°-os szdget, a rovidebb atlok pedig felezik az oldalak és a
hosszabb atl6 altal bezart szogeket.

¢) egy szabalyos haromszog teriilete /3 cm?, igy a hatszog teriilete 6/3 cm’.

639. Hasznaljuk ki, hogy 45°-o0s derékszogii haromszogben az % / .
atfogod a befogod 2 -szrése! Ha x-szel jeloljiik az asztal PRy A
oldalhosszanak egyharmadat, akkor az asztal élhossza % %@ :
Y X co . Z N
3x, a teritoé x\/E +2- E = 2\/§x, ami kisebb, mint 3x, // .
tehat a teritd nem tudja lefedni az asztalt. N v )

640. Legyen K a teritd kdzéppontja, P az egyik sarka és Q a KP szakasz és az

asztalél metszéspontja! Az ¢eléz6 feladat alapjan KP:1502\5:75\/§ és

KO=75 = QP= 75(\/5 - 1), mellyel kiszdmithat6 a lelogo sarok tertilete, ami
megegyezik a fedetlen sarok teriiletével: OP* = 965,1. Igy az asztallap fedetlen ré-
4-965,1

szének ¢és a teljes asztallapnak a teriiletaranya: 0’

=0,17=17%.
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641. Az n oldalu sokszdg bels6 szogeinek dsszege (n - 2) -180°=3,5-360°, amib6l n=9.

a) A kilencszoget az egy csucsbol htizhaté atlok 9 — 2 = 7 haromszdgre bontjak.

b) Az atlok szama: @ =27.

642. (n - 2) -180°-360° =1080°, amibdl n = 10. A tizszognek 35 4tloja van.

-3
643. M=6n, a) amib6l n = 15. b) A szabalyos tizenotszog egy belsd szoge
(15-2)-180°
———=156°.
15

644. A sokszog egy szabalyos tizenkétszog. a) Ennek egy belso szoge 150°. b) 54 atloja van.

-3
645. Az @ =2016 egyenletnek nincs pozitiv egész megoldasa. Mivel egy sok-

sz0g oldalainak szama csak pozitiv egész szam lehet, ezért nincs ilyen sokszog.

646. n+ = 21 az oldala és az atlok Ssszege. Ebbdl n(n—1) =42, amibdln="7.

Tehat 7 oldala van a sokszognek.

647. Hasznaljuk fel, hogy egy konvex n-szognek @ atloja van, és a belsd szogei-

nek dsszege (n—2)180°! Az atlo szamabol kiszamithato, hogy 12 oldalu a sokszog,
10-180°

igy egy belsd szogének nagysaga

648. A belsd szogosszegbdl kiszamithato, hogy az oldalak szama 9, igy az egy csucsbol
indul6 atlok szama 6.

649. Az el6z0 feladatokhoz hasonldan az atlok szama 65.
7.6. A kor és részei

650. a) 27 rad; 7; rad%; rad%r rad;

b) z rad; z rad; 2 rad; Rl rad; i3 rad;
6 3 3 6 3
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651.

652.

653.

654.

655.

656.

657.

658.

659.

c) —rad —rad 5—ﬂrad 7—ﬂrad 7—ﬂrad 5—”rad —rad
12 4 12 12 6 4 4

d) 2 rad; i rad; 1z rad; St rad; 37 rad;
5 5 10 5 20

e) =~ 0,567 rad; = 2,065 rad; ~ 3,220 rad; = 4,304 rad.

a) 60°; 300°; 315°; 40°; 96°;
b) =171,89°; 572,96°; 143,24°; 11,46°; 71,62°.

A nagymutato 150°-kal fordul el, ezalatt a kismutato a 12-ed részével, azaz12,5°-kal.

Hasznaljuk fel, hogy a nagymutat6 egy perc alatt 3”—0 radian, mig a kismutato %

radién nagységﬁ szoggel fordul el .

a)—rad b)—rd c)lg—nrd d)

A harmadik kiilsé szog 27 rad—%ﬂ rad :%n’ rad. A mellette 1év6 bels6 szog
T rad—iﬂ rad :lﬂ rad.
12 12
a) 180°;, b) 90°; c) 6°.
T
a) 1:4; b) 24°:360°=1:15; c¢) Zi2ﬂ=128; d)1:3.

A keresett tavolsag a kdzéppontbol a hurra bocsatott merdleges szakasz hossza.

a) 443 egység; b) 442 egység; c) 4 egység.

Hasznaljuk ki, hogy a korcikk teriilete és az iv hossza egyenesen aranyos a hozza
tartozo kdzépponti szog nagysagaval!

LIS AN ey
3 3,7 3600 10
SYLANE =

67 360° 5
4_”:3?” = r=18cm.
2re r'm
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660.

661.

662.

663.

664.

665.

666.

667.

Az el6z6 két feladathoz hasonldan:

a) r=6cm; b) r=15cm.

a)r~=28,65cm; b)r~=14,14 cm.

T= %l alapjan r =5 cm. A kdzépponti szog kb. 91,67°.

K =2r+ialapjan i = 12 cm, amihez 49,11°-0s kdzépponti szog tartozik.

A sugar r = 10 dm, a kércikk teriilete T = 70 4.
n

T
Az abran az OBC egy fél szabalyos haromszog, igy B
a =60°. A korcikk teriilete
T= % cm’.
A,

Az AB ¢és CD hurok hossza egyenld a kor sugara-
val, igy az OAB és OCD héaromszogek szabalyosak,
amibdl o =60°. A keletkezett sikidom keriilete
K=2h+2i.

Az ivekhez tartoz6 kozépponti szog 120°.

K=2o16+2327n:32+%ﬂ ~ 67,02 cm.

A sikidom teriilete két szabalyos haromszog ¢és két
120°-0s korcikk teriiletének

NG

2
Osszege. T = 2(7162 +167”] = 128&4—%71 ~757,87 cm’.

K =2rm+2rm =36r egység és T=rn—rm=72n egységnégyzet. Ezekbol

+
r, =11 egység és r, = 7 egység. A kdzépkor sugara = ith

=9 egység. A kisebb
(belso) korgytirt keriilete 327 egység, teriilete 327 egységnégyzet.
A nagyobb (kiils6) korgytrl kertilete 407 egység, terlilete 40z egységnégyzet.
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668.

669.

670.

Az Gt adott szakasza egy 90°-0s kdzépponti szogii korgytricikk, amelynek teriilete
T= %(l’izﬂ' —}”2271') = %(r1 + rz)(r1 —rz)n, ahol r, > r,. Az Ut szélessége r, —r,= 12 m.

hth m

hith 5 =372 m. Ezzel az 1t terllete

A kozépvonal sugara
4464 m’.

, igy a hossza

A keletkezett kdzépponti szogek: b ‘ c

AKB<):=%~360°=150°; v

BKC<«=DKAx = % -360°=60° és

CKD< = 90°. A B

a)Az AKD ¢és BCK haromszogek szabalyosak,
ezért AD = BC = r = 6. A DKC haromszog
egyenld szart és derékszogi, ezért DC = V2 r=642. Igy az Gtszog keriilete
K =4r+2r =24+ 632 egység.

b) Az 6tszog teriilete két szabalyos és egy derékszogli haromszog teriiletének 6sz-
szege.
2
1
N R
4 2 2
A KA és KB sugar egy 150°-0s kdzépponti szogli korcikket vag ki a korbol.

Ennek teriilete 7, = % -150° =157 = 47,12 egységnégyzet.

36 */3; I 18(v3 +1) = 49,18 egységnégyzet.

A CB ¢és DA hirok két, azonos mérett korszeletet vagnak le a korbol.

367 NE)

60° — 362 = 677 — 9/3 ~ 3,26 egyséenégyzet.
360° 4 gyseeneey

Végiil a DC hur altal meghatarozott korszelet teriilete

Ezek teriilete T =
1 1 (.
T, = Z-367r —5-36 =97 -18~10,27 egységnégyzet.

3 orakor a nagymutat6 a 12-esre, a kismutatd a 3-asra mutat, a kozbezart szogiik
tehat 90°. 4
a) 4 orakor a két mutat6 altal bezart szog 4-30°, ami 3-szorosaa mostaninak.

b) Masfél ora alatt a nagymutatd mastélszer fordul korbe, azaz az altala surolt terii-
3
let 31027: =150 cm”.

) A kismutaté 12-60perc alatt 7°7 nagysagu teriiletet surol, igy 75 perc alatt
75 2450,

497 = cm’ -t

12-60 48
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d) 12 ¢ra alatt a kismutatd 497 cm’ nagysagu teriiletet sirol, a nagymutato pedig

12-10° 7 cm*-t, azaz O—szer nagyobbat.

671. A szarazon maradt rész teriilete (x-szel jelolve a kert hosszat):

2
x’ —4(%) T=x (1 —%j , ami a kert teriiletének 1—% ~21,5%-a.

2 —
672. a) %-100% ~80,4%

b) A fal miatt az 6rzott teriilet egy 4 m sugara 300°-o0s ko-

zépponti szogli korcikk, egy 2 m sugarti negyedkor és
egy4matfogoju30°-os deré¢kszogiiharomszog tertile-

43

1
tébol adodik Ossze: %42 T+ - + 7 2°7 ~ 48,47 m*

10 6

2
igy a macska szamara a teriiletnek % -100% =~ 81,1%-a biztonsagos.
673. Jelolje x a négyzet oldalat!
2
X’ - (;j n
T
a)——5—=1-—=0,21 része;
X 4 2 2
xwoox
b) A satirozott részt atdarabolva: 4—22 = % —% ~ 0,29 része;
X

c) A négyzet atloit behtizva a kialakuldé 45°-0os derékszogli haromszogek segit-
ségével a kozépsé kis kor sugara P igy a kérdéses teriiletarany:

) : 7
2[42N¢5) . ’

2
X

~0,3.

674. A korgytirt teriilete: 26”7 —20° 7 = 2767 cm”.

675. Jelolje r a legbels6 kor sugarat!
2 2
o W m-Grf e

2

b) 9-szerese.
(Sr) V4
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676.

677.

678.

679.

680.

681.

682.

683.

684.

68S.

Az el6z6 feladathoz hasonldan:
a) kozelitéleg 5,2%-a;

b) I-szeresére n6 a pupilla nyilas teriilete, és kozelitéleg 41,6%-ara zsugorodik a

szivarvanyhartya teriilete.

A kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan a korivhez tartozé kdzépponti szog
2
nagysaga 3 108°=72° igy az ardny 1:5.

o

180°
a)——=90% b)45% ©)36% d) 180"

a)1:2; b)1:6; ¢)1:30; d)1:1; e)csak m-nél nem nagyobb keriileti szog
lehetséges.

A szabalyos 6tszog oldalai egyenld nagysagt koriveket vagnak ki a koré irt korbol,
igy a hozzajuk tartozo keriileti szogek egyenld nagysaguak.

Az el6z0 feladat alapjan az egy csucsbdl induld 5 atld 6 egyenld részre osztja a
6-180°

nyolcszodg egy belso szogét, ami nagysagu, azaz 22,5°-os szogekre.

A két vastagitott iv valamely két atellenes végpontjat dsszekdtve megjelennek a
20 és 40 fokos kertileti szogek, és egy olyan haromszog, melyre felirhatjuk a kiilsé
szogre vonatkozo6 tételt:

a) a =40°+20° = a=60°%

b)40°=20°+a = o =20°.

Az el6z6 feladathoz hasonldan a keresett szog 16°.

K-val jelolve a kor kozéppontjat, a KEP derékszogii haromszogb6l PKE<C = 64°,
mely az AE ivhez tartozé kozépponti szog, igy az ugyanezen ivhez tartozé ABE
kertileti sz0g nagysaga 32°, a BEP<« pedig 122°.

A haromszog szogei kertileti szogek a korben, melyek aranya egyenld a hozzajuk
tartoz6 ivhosszak aranyaval:

4
o= 5 180° = 48°, hasonléan B =60°ésy =72°.
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686. Az el6z0 feladathoz hasonldan:

a=— 21 1800 270° B =60°y =110° s & = 120°.
2+44+745

687. a) Jeloljiik az érintdk altal meghatarozott haromszog A-val szemkdzti csucsat P-vel,
a B-vel szemkdztit O-val, a C-vel szemkoztit pedig R-rel!

PBC<« = PCB« = a, mert a BC ivhez tartoz6 keriileti szogek. Hasonloan
QOCAx=QACx = ¢és RAB<x=RBA«x =Y.

b) Jeloljiik P-vel, O-val és R-rel aza, f ésy szogfelezdje altal a koron kimetszett

pontokat! Az RPO< a QA és AR ivekhez tartozo keriileti szogek 0sszege, azaz

§+%, hasonléan POR< =227 ¢ ORP«= #

688. Az AB-hez tartozé legnagyobb magassagi haromszog teriilete a maximalis, azaz
amelynek a magassaga illeszkedik a kor kozéppontjara, azaz az AB alap, egyenld

szaru haromszogé! Az alaphoz tartoz6 magassag hossza: 5+ 5—3 ~9,33cm, igy a
maximélis teriilet kozelitéleg: 23,33 cm®. 2

7.7. Latészog

689. A keresett ponthalmaz két un. latészogkdriv.
a) A 30°-os latészogkoriv K kozéppontjat megkapjuk, ha 4B mindkét végpontjaba
60°-os szoget mériink fel, majd ebbdl a kozéppontbol KA sugérral koriveziink AB
K feldli oldalan A-tol B-ig. A kapott korivet tiikkrozziik 4B-re!
b) Az el6z6h6z hasonldan jarunk el. 80°— g
¢) Az el6z6khoz hasonléan (4B végpontjaiba ———— =90° —a nagysagu szoge-
ket mérve fel). 2

690. Az adott oldalra megszerkesztjiik az adott szogli 1atoszogkorivet, melyre az oldal
felezOpontjabol a sulyvonal hosszaval korivezve megkapjuk a haromszog harmadik
cstcsat.

691. a) r hosszt hurhoz 60°-0s kdzépponti szog tartozik, illetve 30°-os kertileti szog, igy
a nagyobbik iv pontjaibol 30°-os szdgben latszik.

b) #~/2 hosszi hirhoz 90°-os kozépponti szog tartozik, tehat 45°-os szogben latszik.
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692. A htrhoz tartozé kézépponti szog 90°, igy a hiir és a végpontjaiba huzott sugarak
egy 45°-0s derékszogli haromszoget hataroznak meg, melynek az alaphoz tartozo
magassaga a keresett tavolsag kozelitéleg: 49,5 mm.

693. A keresett latészogek kertileti szogek, melyek nagysidga egyenesen aranyos a
hozzajuk tartozé ivhosszal. Ezek alapjan a nagyobbik iv pontjaibol a 1atdszog

%180" =72°, a kisebbik iv pontjaibol 108°.

694. A 30°-o0s latoszogbdl adodik, hogy a hidhoz mint hurhoz tartozo kozépponti szog
60°-0s, igy a kor sugara ¢pp a hid hossza, amit jeloljiink x-szel! A lemért keriilet
alapjan 92=2x7r = x=14,6m.

695. A két 1at6szoghdz, mint keriileti szoghdz tartozd kozépponti szogek egy teljes szo-
get alkotnak, igy a latoszogek Osszege 180°, azaz a masik iv pontjaibol 180° -«
szog alatt latszik a hur.

696. A Thalész-tétel értelmében az ACB<t =90°, igy az ABC< =90°—42° =48°, ami az
AC hur latészdge a nagyobbik iv pontjaibdl. A masik iv pontjaibol a 14tészog 132°
(lasd az eloz6 feladatot).

697. CA 4tl6 1atdszoge és az ABC< ugyanazon ivhez tartozo keriileti szogek. Az ABC<
az Otszog egy belso szoge, azaz 108°. CE atlo 1atdszoge pedig ugyanakkora, mint az
AC 4tlo¢é az altala létrehozott nagyobbik iv pontjaibdl, tehat 72°.

7.8. Hlirnégyszogek, érintonégyszogek

698. a) igaz; b) hamis; c) hamis; d)igaz; e)hamis, f)igaz.

699. A hurnégyszogek tétele értelmében a megadott két sz6g nem lehet szemben egy-
massal, igy a hianyzo szogek: 117° és 73°.

700. A hurnégyszog szogei: 106°, 74° és 94°.

701. a) Az atlo és két oldal altal kdzbezart haromszog megszerkeszthetd, igy a koré irt
kor is, melyen a harmadik oldal segitségével kimetszhetd a negyedik cstics.
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702.

703.

704.

705.

706.

707.

b) Az egyik oldalbdl, a rajta fekvo szogbdl és az atlobol megszerkeszthetd egy ha-
romszog, innen befejezhetd a szerkesztés.

¢) A megfeleld 4tlo adott szogl 1atdoszog korivének megszerkesztésével megkapjuk
a koréirt kort, melyen az adott oldal és a masik atlo segitségével megkapjuk a
hianyzo6 két csticsot.

A magassag definicidja szerint a vizsgalt négyszog két szemkozti szoge 90°, azaz
kiegészitd szogek, igy a belsd szogdsszeg miatt a masik két szog is az, tehat hur-
négyszog.

Barmely szabalyos sokszdgnek 1étezik koréirt kore, és az oldalfelezd pontjai egyen-
16 tavolsagra vannak ezen kor kozéppontjatol, azaz egy koron helyezkednek el.
Ezek alapjan barmely 4 csucs, illetve barmely 4 oldalfelezé pont definicid szerint
harnégyszoget hataroz meg.

a)igaz; b)hamis; c)igaz; d)igaz; ec)igaz.

A hianyz6 oldalakat 3x-szel és 4x-szel jelolve az érintOnégyszdgek tétele alapjan:
3x+80 =4x+ 73, ahonnan az oldalak hossza: 21 és 28 mm.

A rovidebb szar hossza a beirt kor atmérdje, azaz 2,4 cm. Az érinténégyszdgek
tétele szerint a szarak dsszege egyenld az alapok dsszegével, ami a kdzépvonal két-
szerese, tehat 8,6 cm. Igy a hosszabbik szar8,6—2,4 = 6,2 cm hosszusagu.

. 5
a) A beirt kor atmérdje a négyzet oldala, igy a sugar E ~3,54cm.

b) A beirt kor atmérdje a rombusz magassaga. A rombuszt két szabalyos haromszog-
re osztja a rovidebb atloja, ezek magassaga a rombusz magassaga, igy a sugar:

3
% ~0,87 cm.
¢) A beirt kor atmérdje a trapéz magassaga, melyet jeloljiink m-mel, a trapéz hosz-
szabbik szarat pedig x-szel! Az érinténégyszogek tételével és a Pitagorasz-tétellel
felirhato egy kétismeretlenes egyenletrendszer: m+x=4+8 & m’ +4° = x%,

16 , 8 .
ahonnan m = 3 azaz a sugar 3 egyseég.

d) A beirt kor kdzéppontja a szimmetriaatlon van. A kozéppontbol a deltoid olda-
laira bocsatott merdleges szakaszok a kor sugarai (jeloljiik r-rel!), melyek egy
r oldalhosszusagu négyzetet vagnak ki a deltoid derékszogli csticsanal. A szim-
metriadtld, a két behtizott sugér és a deltoid oldalai alkotta két kis derékszo-
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gii haromszdg atfogoinak dsszege a szimmetriaatlot adja: V127 +4> =160 =

= \/(4 )Y+t \/(12 —r)’ +r% Az egyenlet megoldasaként a sugar 3 egység.
(A két kis derékszogti hdromszdg hasonldsagabdl 1ényegesen egyszertibben ado-
dik ez az eredmény.)

708. Mivel a szabalyos hatszog tengelyesen szimmetrikus barmely oldalfelezd merdle-
gesére, kivalaszthato 4 oldalfelezd pont, melyek deltoidot hataroznak meg, és igy
érinténégyszdget alkotnak.

7.9. Geometriai transzformaciok

709. a) igaz; b)igaz; c)hamis; d)hamis; e)hamis; f)igaz.
710. a) hamis; b)igaz; c)igaz; d)hamis; e)igaz; f)hamis.
711. a) hamis; b)igaz; c)igaz; d)igaz; e)igaz.

712. a) Tiikrozziik valamelyik golyonak megfelelé pontot az egyik oldalra, és a képét
kossiik 0ssze a masik ponttal! Az 6sszekotd szakasz és az oldal metszéspontja az
a pont, ahol a golyonak érintenie kell az asztal szélét.
b) Az el6z6h6z hasonldan jarunk el, mindkét pontot tiikkrdzziik két szemkozti, vagy
két szomszédos oldalra!

713. A partra merdlegesen, a folyd szélességével toljuk el az egyik falut jelképezd pontot
a masik falu irdnyaba! Az igy kapott képpontot kdssiik dssze a masik falut szim-
bolizalo6 ponttal! Ez az 6sszekotd szakasz kimetszi a foly6 tulparti egyenesébdl az
¢épitendd hid végpontjat.
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714.

715.

716.

717.

718.

719.

720.

A szerkesztendd egyenes szogszarak kozé esO része kdzéppontosan szimmetrikus
a megadott pontra, ezért valamelyik szogszarat tiikkrozve e pontra, a képegyenes
kimetszi a masik szogszarbol a szakasz egyik végpontjat.

A négyzet az atlok metszéspontjara nézve 90°-os forgasszimmetriaval bir, ezért az
egyik megadott pontot a metszéspont koriil 90°-kal elforgatva a képpont és a masik
megadott pont meghatarozzak a négyzet egyik oldalegyenesét. Innen mar kdnnyen
befejezheto a szerkesztés.

Hasznaljuk ki az egyenld szaru haromszog tengelyes szimmetridjat!

a) Tiikrozziik az egyik megadott pontot a tengelyre! A képpont és a masik megadott
pont meghatarozzak az egyik szar egyenesét.

b) A szarszog egyik szaraval sugarnyi tavolsagban htizott parhuzamos egyenes ki-
metszi a szarszog szogfelez6jébdl a beirt kor kdzéppontjat.

c) A megadott szaregyenes egy tetszoleges pontjaba vegyliik fel a szarszoget, majd a
kapott szogszarral hizzunk parhuzamost a szaron megadott ponton keresztiil! Az
igy létrejott szarszog szogfelezdjére bocsassunk merdlegest az alapon megadott
ponton keresztiil!

a) A rovidebb alap végpontjan keresztiil a masik szarral parhuzamost huzva egy
paralelogrammara és egy haromszdgre bontjuk a trapézt. A megadott adatokbodl
ez a haromszog megszerkeszthetd, ahonnan eltolassal a trapéz megszerkeszthetd.

b) Az el6z6h6z hasonlo a szerkesztés menete.

Mindharom szerkesztés a kozéppontos tiikrozésre épiil.

a) A c oldal felez6pontjara tiikrozve a haromszoget a kapott paralelogramma meg-
szerkeszthet6 (két oldalabol és egy atlojabol).

b) A b oldal felezGpontjara tiikkrozziik a haromszoget! Az igy kapott paralelogramma
a megadott adatok alapjan megszerkesztheto.

¢) Kihasznalva, hogy az S stlypont harmadolja a sulyvonalakat, tiikkrozziik S-et pl.
az AB oldal felez8pontjara! Az igy 1étrejové AS'BS négyszog paralelogramma,

2 2 2
ezért az AS'S haromszog oldalai ES,,, gsc €s ES”’ tehat megszerkeszthetd. In-
nen mar konnyen befejezheté a megoldas.
a)-b) Alkalmazza a kozéppontos hasonlosagi transzformacidé hozzarendelési sza-
balyat!

¢) A kapott haromszog a kozépvonal-haromszog.

Az ¢l6z6 feladat ¢) pontja alapjan megoldhato.
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Alkalmazza a kdzéppontos hasonldsagi transzformacié hozzarendelési szabalyat!
a) Hasznalja ki a szerkesztésnél, hogy barmely szakasz és a képe parhuzamos (azaz

pl. C'D"'= AD'" péarhuzamos CD-vel)!
b) —ha P a C-hez kdzelebbi del6 pont, akk ),——CIP——AP——

) —ha P a C-hez k6zelebbi negyedelé pont, akkor P P
o ) . C'P 1
—ha P a C-t6l tdvolabbi negyedeld pont, akkor A = P = 3

a)—c) A hasonldsag centruma, a pont és a képe definicié szerint egy egyenesre es-
nek, ezért C képét megszerkesztve a CC' egyenes kimetszi az AA', azaz az
AB egyenesbdl a hasonlosag centrumat (O). ( C'-t megkapjuk, ha 4™-n keresz-
tiill AC-vel, B'-n keresztiil BC-vel parhuzamost szerkesztiink.)

€_op'
' 2 B' o
b) OB =—— masként -=3 , ahonnan OB’ = < adodik, igy
c
_O0B_ 12 _1
0B ¢ ¢ 4
12 4

Legyenek a haromszog csucsai 4, B, C! El6szor szerkessziink egy olyan négyzetet,
mely oldalaval pl. az AB oldalra, egy csucsaval pedig a BC oldalra illeszkedik! BC
oldal egy tetszdleges (B-hez kozelebbi) pontjabol merdlegest bocsatva az 4B ol-
dalra, megkapjuk a négyzet egyik oldalat, melybdl a keresett négyzet egy kicsinyi-
tett (vagy nagyitott) képét konnyen megszerkeszthetjilk. Ennek a kis (vagy nagy)
négyzetnek az oldalakra nem illeszkedd negyedik csticsat B-bél — mint hasonldsagi
centrumbol — annyira nagyitjuk (vagy kicsinyitjiik), hogy a képe éppen raessen a
haromszog AC oldalara. Innen mar befejezhetd a szerkesztés.

Szerkessziink egy a szogszarakat érint6, tetszéleges méretii kort! Ennek a kornek
a sz0g csucsara vonatkozo nagyitasa/kicsinyitése a keresett kor. (A tetszOlegesen
felvett koron a szogtartas kihasznalasaval megkeressiik a megadott pont képét...)
Minden esetben két megoldast kapunk.

Kossiik 6ssze P-t k kozéppontjaval! Az 6sszekotd egyenes és k P-hez kdzelebbi
metszéspontja legyen E, melynek képe (E ') a feltétel szerint a P-t6l tavolabbi met-
széspont. Jeloljik ki k egy tetszdleges O pontjat, melynek Q' képét a szogtartas se-
gitségével megszerkeszthetjik PEQ< -et atmasoljuk PE'-re E'-ben, ez a sz0gszar
kimetszi PQ egyenesbdl Q'-t. E'Q" hir felez6merblegese kimetszi a PE egyenes-
bbl a k' kor kozéppontjat.
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7217.

728.

729.

730.

731.

Legyen a két kor kdzéppontja O, és O,, P pedig az egyik kor tetszéleges pontja,
ami nem esik a két kor kozéppontjan atmend egyenesre! Az O,P sugarral huzzunk
parhuzamost O, ponton keresztiil! Ez a masik korbdl kimetszi a Q és R pontokat.
Az 0,0, egyenes ¢s a PQ, illetve PR egyenesek metszéspontjai lesznek a keresett
hasonldsagi pontok. Azt a hasonldsagi pontot, amely az O, 0, szakaszra illeszkedik,
belsé hasonlosagi pontnak nevezziik, a masik a kiilsé hasonlosagi pont. A szerkesz-
tés a korok helyzetétol fliggetleniil végrehajthato. Ha a két kor koncentrikus, akkor
a két hasonlosagi pont egybeesik a kdzos kozépponttal. Minden mas esetben két
kiilonb6z6 pontot kapunk.

A koz0s kiilso, illetve belso érintdk illeszkednek a kiilso, illetve belsé hasonldsagi
pontra. gy elég az egyik korhoz érintét szerkeszteni az adott pontbol, az kozos
érintd lesz.
Legyen a két kor sugara r, és r, (r, > r,), a két kdzéppont tavolsaga d!
A ko6z0s érinték szdma:  —4,ha r, +r,<d;

—3,ha r,+r,=d;

—2,ha r,—r<d<r +ry

—1,ha r,—r,=d;

—-0,ha0<d<r —r,

El6szor a két hatarolo sugarat érintd kort szerkesztiink, majd a szog csucsabol ak-
korara nagyitjuk, hogy érintse a korivet is.

A sugarak végpontjai (4, B) altal meghatarozott egyenesre mérjiik fel a hart mind-
két iranyban A-n és B-n tal! A kapott végpontokat a kor kdzéppontjaval 6sszekotd
szakaszokbol a kor kimetszi a keresett hur két végpontjat.

Hasznaljuk fel a kdzéppontos hasonlosagi transzformacio tulajdonsagait!
a) Legyen 4, B,, C, a haromszog oldalainak felezépontja! Az 4 kozépponta A = 5

aranyu hasonlosagi transzformacié B pontot C, pontba, C pontot pedig B, pontba
viszi 4t. gy B,C, parhuzamos BC-vel és a hossza a BC szakasz hosszanak fele.
Hasonloan belathat6 a masik két kozépvonalra is az allitas.

b) Legyen A4, és BB, metszéspontja S! Az S kozéppontli A = -2 aranyu hasonldsagi
transzformacioval belathato, hogy S harmadolja mindkét szakaszt.
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7.10. Hasonlésag
732. Alkalmazzuk a parhuzamos szeldk, illetve szeldszakaszok tételét!
5 6 5 3 5 5
733, X312 g0 22 g
X y 7
734. Legyen D tetszdleges pontja a BC oldalnak, az AD és a B,C, kdzépvonal metszés-

73S.

736.

737.

738.

pontja P! Mivel C, felezOpont és C1P| | BD, ezért C P kodzépvonala az ABD harom-
szognek, vagyis P felezépontja az AD szakasznak.

Legyen a trapéz hosszabbik alapja AB = 12, rdvidebb alapja DC, a szarak (BC = 3,
AD = 7) egyenesének metszéspontja M! Mivel AB |l DC, irjuk fel a parhuzamos

szelOszakaszok tételét:

MC DC 12
MD = 4 esetben ﬂzﬁ = DCzﬁ,illetve —=— = MC=—;
DC MD 11 MB  AB 7

MC = 4 esetben DngésMDzz—f.

Legyen az ABCD trapéz két szaranak az AB hosszabbik alaphoz kdozelebbi
harmadoldpontja P és Q! Az AC 4tlo és a PQ szakasz metszéspontja M ugy, hogy
PM=1,5, illetve MO = 9. A parhuzamos szeldk tételének megforditasat alkalmazva
lassuk be, hogy PO || AB|| CD! Alkalmazzuk a parhuzamos szelészakaszok tételét
a CAD, illetve ACB szdgekre, amibdl DC = 4,5 és AB = 13,5!

[rjuk fel a parhuzamos szel6szakaszok tételét! A torony arnyéka 10 m.

Az abran lathato szaggatott parhuzamos berajzolasaval a keletkezett szogre irjuk fel

a parhuzamos szel6szakaszok tételét!
D

DB _BO

= = DB=2
CA AO

A fa magassaga 3,5 m.
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739.

740.

741.

742.

743.

744.

745.

Az el6z6 feladat szerint 4 m-re van a megfigyeld.

Az elézbek szerint 5,25 m magas a kozépso fa.

Mivel a rombusz (4 POR) szemkozti oldalai parhuzamosak, alkalmazzuk a parhuza-
mos szelOszakaszok tételét (P az AB-re, Q a BC-re, R az AC-re illeszkedik)!

AC  AB

AC_4B 9 _ 6 AR =3,6. A rombusz oldala 3.6.

RC RO 9-4R AR

A rombusz AQ dtldia cgyben szdefelezd is, gy —2=AC-2_3
rombusz AQ 4atloja egyben szdgfelezd is, igy OB AB 6 2 nnen

CO = —CB—% és QB—ECB—I:

Hasznaljuk a parhuzamos szelészakaszok tételét az egyik hegyesszogre!

a) Két megoldas van attol fiiggden, hogy a téglalap hosszabbik oldala melyik befo-
goval parhuzamos.
A téglalap oldalai 6 és 9 cm, vagy 5,4 és 8,4 cm hossztak.

b) Az els6 esetben felezépont, a masodik esetben 3 : 7 aranyban osztd pont.

Alkalmazzuk a szogfelezdtételt! A 3 egység hosszl oldalt % és 1—?, az 5 egység
) 5,10 , , 15,9 .
hosszu oldalt geS ER a 6 egység hosszu oldalt pedig Zesz hosszu részekre

bontja a szogfelezd.

Az adott szogfelez6 az alapon fekvo szoget felezi, mivel két kiilonb6z6 részre bont-
ja a szemkozti oldalt. A szar hossza igy b = 7,5 cm.

4,5 .
amibdl a = 5 cm, vagy 7a 5 = BN amibdl

a 3
A felezotétel t—

a) A szogfelezdtétel szerin 75 4 5
a=11,25cm.

b) A szogfelezé a magassagot %Z b aranyban osztja. Az els6 esetben 1:3, a méso-

dik esetben 3:4 aranyban, azaz kozelitéleg 1,77 és 5,3, illetve 2,13 és 2,83 cm
hosszusagu részekre.

Legyen a haromszog alapja a, szara b (a > b)! Ha a szogfelezé harmadolja a szarat,
akkor a szogfelez6tétel szerint ¢ = 2b, ami ellentmond a b + b > a haromszog-

egyenlotlenségnek.
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746.

747.

748.

749.

750.

751.

752.

753.

Szamoljuk ki az atfogot, majd alkalmazzuk a szogfelezotételt, és Pitagorasz tételé-

vel szamitsuk ki a szogfelez6szakasz hosszat! A szakasz hossza 4+/10.

a) Legyen az ABC egyenl6 szar derékszogii haromszog BC befogodjanak és az a
sz0g szogfelezdjének metszéspontja D!
BD+DC=1ésBD:DC=+/2:1, ezekb6l BD =22 és DC =2 - 1.

b) Az o = 45°-0s szdget harom egyenld részre osztd két félegyenes metssze CB
befogot H (C-hez kozelebb), illetve E pontban! A CAE <« = 30°, igy az ACE
haromszog leghosszabb oldala (AE) kétszerese a legrovidebb oldalnak (EC).

NG) 23

Ebbol EC :T és AE = =5 frjuk fel ebben a haromszogben a szogfelezd-

243

3 .
tételt: HC: HE =1 T! EC=HC+HE = ?, amibdl a kérdéses szakaszok

43-6 3-J3
—

3 BE =1-(HE+HC)=
¢) Az a)-beli eredményeket felhasznalva az AD szogfelezészakasz hossza szamol-

hato. AD =+4-2+2 . Alkalmazzuk ezutan az ACD és ADB haromszdgben is a

szogfelezotételt! A keresett szakaszok hossza kozelitdleg 0,2; 0,22; 0,25 és 0,33
egység.

HC=2-+/3, HE =

Legyen a < b! Mérjiik fel a C csticsbdl a-t a CA oldalra (CH = a)! CHB haromszog
egyenld szaru, igy a BCH <« szogfelez6je merdleges HB-re. A CD kiils6 szogfelezd
szintén mer6leges ez elbbi belsé szogfelezore, igy HB || CD. Alkalmazzuk a par-
huzamos szelészakaszok tételét CAD szogre! DB: AD=CH :CA=a:b

a) igaz; b) igaz; c) hamis; d) hamis; e) igaz.

Az ember magassagat s-val jelolve: 120 = I amibdl 2 =195 cm.
3,64 km

A trapéz atldi a parhuzamos oldalak aranyaban osztjak egymast.

Az arany 54 : 36 =3:2.

A hosszabbik alap 12,5 cm (lasd az el6z6 feladatot).
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754.

755.

756.

757.

758.

759.

760.

761.

Legyen az ABCD trapéz atloinak metszéspontja M! Az M ponton atmend, ala-
pokkal parhuzamos egyenes az AD szarat P, a BC szarat O pontban metszi.
AM : MC = BM :MD = 12:6 = 2:1. Alkalmazzuk a CAD, illetve az ACB sz6-
gekre a parhuzamos szelészakaszok tételét!
%:A—M:z = PM =4 ¢és M—ch—le = MQ =4,

6 AC 3 12 AC 3
A kérdéses szakasz hossza tehat 8 cm.

a-c

Az el6z6 gondolatmenet szerint: PM = MQ = .
a+c

Legyen a trapéz kozépvonala PQ, illetve az atlok felez6pontja F és E! Mivel F és E
illeszkedik a kézépvonalra, PF az ACD, EQ pedig a BCD haromszog kdzépvonala.

igy EF = PQ—(PF+EQ)= 73+25—2-§:24 mm.

3,5+2b:%~38 = b =3.Aszarak 3 cm hosszuak.

Az atfogo kozelitéleg 21,21 cm, a befogok kozelitéleg 15 cm hosszaak.

Legyen a két haromszog hasonlésaganak aranya A!

) A=2_b 1875 ¢s =125,
40 30 20

A=K 15 3 o 30 po45 c'=e0;
K 90 2

oa=9=C 3 1 o sls yo75 =10
a-c 20 4

a) Vegyiik észre, hogy a haromszog derékszogli, igy a haromszog teriilete:

27-36

T= =486, melybdl a legrovidebb (az atfogdhoz tartozd) magassag:

2T
m, =—=21,6. A hozza hasonl6 haromszog legkisebb magassagabol a hason-

C
14,4

2
16s4g aranya: A = 2163 amivel a haromszog oldalai: 18, 24 és 30.

, 2
b) A teriiletek aranya T_po2) 24
T 3 9

A megadott rombusz oldala @ =+/7° +24% = 25, amibél a keriilete 100 cm. A hason-
losag aranya A =2,5. A hasonld rombusz atléi 35 cm és 120 cm.
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762.

763.

764.

765.

766.

767.

768.

769.

770.

A telek mérete 30 m x 25 m.

A tabla atloja NG ,amibdl A =+/5. A teriiletek arinya A’ =5. A tabla teriilete 5-szor
akkora, mint a faligjsagé.

A hasonlé haromszogek szogei paronként egyenldk, amibdl a szogek 72°, 72°, 36°.

Mivel a haromszog teriilete 7 = am, _ b-m, - a_ M 1 = bh=2a.
2 2 b om,\ 2
T

2
2
Az (%) +m. =b 5sszefiiggésbél a = e _ % o

—==, amibdl cm
J15 Jis 15

A megadott hegyesszogli haromszdg esetén a vagassal kapott 2 haromszog koziil az

egyik biztosan tompaszdgt, tehat nem lehet hasonl6 az eredetihez. Az ADC és ABC
2

haromszogek hasonlosagabol AD = 16 =9.

A levagott paralelogramma hosszabbik oldala 3 cm, a révidebb oldal legyen x cm!
7 3 9 9,40
A hasonlosagbol 3 == = Xx= - Az egyenes tehat 7 es Kl cm hosszl részekre
X

osztja a paralelogramma oldalat.

Az elézbek szerint legyen x a kisebb téglalap révidebb oldala!
2

6 . .
a) x= m =3,6. A téglalap hosszabbik oldalat 3,6 és 6,4 cm-es részekre osztja a

metsz4 egyenes. 6.4

6 6
b) A két keletkezett téglalap nem hasonld, mert 16 #* o

Az elézbeket hasznaljuk fel!
2
a) A téglalap két oldala %, illetve a;
2
b) A teriiletek aranya Z—z.

Két eset lehetséges a paralelogramma oldalhosszainak felcserélhetésége mi-
att. Hasznaljuk a parhuzamos szel6szakaszok tételét! A haromszog két oldala

AC =10 cm és BC =5 cm, vagy AC:¥cm és BC=15cm.
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771.

772.

773.

774.

775.

776.

777.

778.

Az alappal parhuzamos egyenes az eredeti haromszogh6z hasonlo haromszoget vag
le. A hasonld sikidomok teriiletének aranya egyenld a hasonlosag aranyanak négy-
zetével. Legyen T az eredeti haromszog teriilete!

_1_4+ A:Lzﬁ = b =A-b=202
T 2 V202

A szaron mérve az alaptol 40— 2072 egység tavolsagra kell a parhuzamost htizni.
Az el6z6ek szerint az egyenes szarak kozé eso szakasza 52 cm.

Legyen T, a kiegészité haromszog, 7, a trapéz teriilete! Hasznaljuk fel, hogy a ki-
egészité haromszog és a keletkezett haromszdg hasonlo!

N e (15] 2 o =10 320 464
T+T, 25) 25 93
A trapéz teriilete kozelitdleg 106,7 cm’.

V3 f

A rovidebb alap ¢ = —a =—:86,6 ~50 mm

A 770. feladathoz hasonlé a megoldas menete.

a) A két parhuzamosnak a haromszogbe es6 szakasza 10 és 4,5.

b) A négyszdg teriiletét megkapjuk, ha az ABC haromszog teriiletébdl kivonjuk a
keletkezett, eredetihez hasonld két haromszdg teriiletét.

2 2
r=r-[2] -3 n=21
8 8 32

Az el6zbek szerint:
25, 29
a) A keletkezett trapéz szarai 3 és 3 cm.
9
b) 71 = gjvlrapéz-

A 771. feladat alapjan a szaron mérve a cstcstol 4,2 cm-re kell az alappal parhuza-
most hizni.

4-szerese.
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779.

780.

781.

782.

783.

784.

785.

Legyen a két kor kozéppontja O, és O,, a kdzos érintén levé megfeleld érintési

pontok E, és E,, P pedig a korok kozéppontjat dsszekotd egyenes és a kozos érintd

metszéspontja! Hasznaljuk fel, hogy O\E, || O,E,!

2) B PO, +7 +r,
n PO,

b) PE, =N7° -3 =/40 =210 ¢s

rn=175.

EE, 00
e et E,E, = 3J/10.
PE, PO,

Az el6éz6 feladat szerint:
a) a kisebb kor kdzéppontjatol 24 cm-re 1évo pontbol;
b) a kozos érintészakasz hossza 4415 cm.

Ko6z0s kiilsé érint6 a kisebb kor kdzéppontjatol 28 cm-re 1évo pontbol hiizhatod a
korokhoz.

Ko6z0s belsd érintd pedig a két kor kozéppontjat 6sszekdtd szakaszon a kisebb kor
kozéppontjatol 12 cm-re 1évo pontbol.

Legyen az AB alap felezépontja F, a beirt kor kozéppontja K, és a BC sza-
ron 1évé érintési pont E! Az ACF derékszogli hdromszogb6l CF szamolhato:
CF =+13" 5% =12. Hasznaljuk fel, hogy a CFB és a CKE haromszogek hason-

loak!
KE CK r 12-r 10
_——_— —= =

= = .
FB CB 5 13 3

A fentiek alapjan kiszamithatjuk a haromszog oldalait. Az alap 42 cm, a szar
pedig 6v/2 cm.

A gdmb atmérdje kozelitdleg 46,4 mm (lasd 725. feladat).

Hasznaljuk fel a 725. feladatban leirt hasonlosagot, a megadott a =4r Osszeflig-
gést, és irjuk fel az AFC haromszdgben a Pitagorasz-tételt!

m,—r r(a+2b) a+2b 2 (a+2b]2 (ajz
=—— = m,= = = b=l—— |+ =| =
b a 4 4 2

vl

2
50> +4ab—120 =0 = 5(%) +4%—12=0 =

(SRR
w |
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786. Irjuk fel a haromszog teriiletét kétféleképpen!

T:a—b:cmcj :a—b: ab

m —_—_—
2 2 ¢ [ 1/a2+b2

787. Legyen a két hir AB = 11 mm és CD = 10 mm, a htrok metszéspontja M!
A CM : MD = 2:3 aranybol CM =4 és MD = 6. Az AMD ¢és BMC haromszogek
hasonlosdgabdl AM =8 és MB = 3.

788. Legyen az AC és BE atlok metszéspontja M! A szabalyos 6tszog egy belso szoge
108°. Az ABE <, AEB <, BAC « ugyanakkora ivhez tartozo keriileti szogek, ame-
lyek egyarant 36°-osak. Az AME <« az ABM haromszog kiils6 szdge, igy 72°-os.
Az AEM héaromszog harmadik szogére 72° adoédik, vagyis egyenld szarq,
EM=AE. Az ABM és ABE haromszogek hasonloak, mert szogeik paronként egyen-
16k. EbbSl AB : BM = BE : AB, de AB = EM, igy EM : MB = BE : AB. Az 4tl6 na-
gyobbik szelete tigy aranylik a kisebbik szelethez, mint az atlé a nagyobbik szelet-
hez.

789. Az abra szerinti jeloléseket hasznal-
va irjuk fel a magassagtételt!

m=4p-qésp+qg=c alapjan b
p =3¢ q=1,amibdl g=2+3 cm
és b =2 cm. A haromszog hianyzo

szogei 30° és 60°, mert a haromszog q
egy szabalyos haromszog egyik fe-
Iének tekinthetd.

790. Hasznaljuk a magassag- és a befogotételt a szokasos jelolésekkel!

m=~4-5=\20cm; a=+9-4=6cm; b=+/9-5=1/45cm.

791. Legyen az adott befogd (a) atfogora esé vetiilete p! irjuk fel a Pitagorasz-tételt!

pzx/az—mz =\/102—62 =8, m=4/p-q, amibol
qg=4)5.
Az atfogd c =p + g = 12,5, a masik befogo

b=1c-q=+12,545=17,5. b
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792.

793.

794.

795.

796.

797.

798.

799.

Legyen az adott befogod (a) atfogora esd vetiilete p, a masik befogdé pedig ¢! Az
atfogon adott szakasz a masik befogd merdleges vetiilete. [rjuk fel a befogotételt az
a oldalra!

a=\Jc-p=(p+q)-p.Behelyettesitve 15=,/(p+16) p. 0-ra redukalva

p’ +16p—225=0. Az egyenlet megoldésai p, =-25; p, =9.
Ebbdl csak a pozitiv megoldas felel meg, azaz p = 9. Az atfogd ¢ =p + ¢ =25 cm,
a masik befogd b =20 cm, a magassag m =12 cm.

Hasznaljuk az 791. abra jel6léseit, ¢s irjuk fel a befogotételt!

a=\c-p=\(p+q)p=> 64=(p+12)p=> p=4

Az atfogo 16, a masik befogd 83, a magassag pedig 43,

z:—”:\/z alapjan p = 7,2 cm és ¢ = 12,8 cm.
b c-q q

Az el6z0 feladat alapjan b = 3414 cm, amibdl ¢ =9+/2 cm.

12= \/(p+ q)p = \/(2q+2)(q+2) = ¢="7.1gy az atfogd 16 cm, a masik befo-
g0 4+/7 cm, a magassag pedig 347 em.

Az atfogohoz tartoz6 magassag x és 116 — x hosszu szakaszokra bontja az atfogot.
Alkalmazzuk a magassagtételt!

40=/x(116-x) = x* —116x+1600=0=> x, =100;x, =16.
Az atfogd két szelete igy 16 cm és 100 cm.
A két befogo a befogdtételbdl: a =+/100-116 =107,7 cm, b=+/16-116 = 43,1 cm.

Legyen CD 1 CA, és CF az AB alaphoz tartozé magassag! CF = m =12.
Az ACD derékszogii haromszognek CF az atfogdhoz tartozd magassaga. Alkal-
mazzuk erre a magassagtételt! CF =+ AF-FD = IZ:M, amibdl
BD =7.Ezzel AD =32 —7=25és CD =~/25* —20* =15.

A deltoid szimmetriaatloja két derékszogii haromszogre bontja a négyszoget. fr-
juk fel erre a hdromszdgre a magassag-, majd a befogotételt! A deltoid oldalaira

V26 és 5426 adodik.
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800.

801.

802.

803.

804.

805.

A deltoidot két derékszogii haromszogre bontja a szimmetriaatldja (<= Thalész-
tétel megforditasa), igy az el6z6 feladathoz hasonloan:

V208 = 44/13 mm és /468 = 6+/13 mm  a két oldal hossza.
A park kozelitéleg 50,96 m hosszi és 14,56 m széles.

%:\/Z:\/gz a=+/3b ésb=c—4alapjan b=4, c=8 ¢s a =4+/3. Mivel az
q

atfogo kétszerese a kisebbik befogonak, a haromszog hegyesszdgei 30° és 60°.

a) Az ACBD négyszog a Thalész-tétel alapjan egy

C
derékszogli deltoid. Az el6z6 feladathoz hasonlo- )
an adodik, hogy r = 19,5 cm (az 4B fele).
b) AC ~ 32,45 cm és BC ~ 21,63 cm. a/~ p B
AN m| ¢

c) A két haromszog hasonld mert két-két szoge
egyenld (derékszog, illetve azonos ivhez tartozo
kertileti szogek). A hasonlosag aranya

AC b c-q p }12 2 D
7\‘:—:—: = —_— = _—=
BD a \jc-p q 27 3

Hasznaljuk fel a szogfelez6tételt és a befogdtételt, majd a magassagtételt!

2
ﬂ:i:i iletve 2=NSP _ [P E:[i} _l16
b 45 3 b jeqd Ve 4 \3) 70

a) Mivel ¢ = p + ¢ = 10,5, ezért a magassag az atfogot p = ;—5 -10,5=16,72 és

q = ¢ — p = 3,78 részekre bontja.
b) A magassag m=./p-q =/6,72-3,78 =5,04 egység hosszl.

Hasznaljuk az abra jeldléseit, ahol
CE||BD! NG

—Ha e L f, akkor az AEC ha-
romszog derékszogl, igy fel-
irhatd benne a magassagtétel el

d:\/ﬁ- A a g T :‘E
—Ha d=+a-c, akkor &’ =d’+c’ =ac+c’, és f>=d’ +a’ =ac+a’ alapjan

2 ) . r w P
e+ fP=a’+2ac+c’ =(a+c), azaz az AEC héromszdg derékszdgii, amibdl

e Lf.
169
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806.

Alkalmazzuk a korhoz hazott érint6- és szeldszakaszok tételét!

a) PE=~/PA-PB =/6-24 =12 cm;
b) PO =+/12° +16% =20, ebbdl PD =20-16=4 cm.

807. A 801. a) alapjan az AB hur 12 cm.
808. Az el6z6ek szerint a szel6 korbe eso szakasza 9, az érintGszakasz 6 cm.
809. A kor sugara 15 egység.
810. A szeld rovidebb szelete 18 cm, az érintészakasz 24 cm.
7.11. Vektorok
811. a) hamis; b) igaz; c¢) hamis; d) hamis; ¢) hamis; f) igaz; g) igaz.

812.

813.

814.

815.

816.

817.

818.

Hasznaljuk fel, hogy a szabalyos hatszog szemkdzti oldalai parhuzamosak, és a
szimmetriaatlo kétszerese az oldalnak!
a)ﬁ:@:ﬁ{:é; b)ﬁzﬁzﬁz—&;
¢)pl. DA, FE; d) pl. CD, DE, KF.
Végezziik el a szerkesztéseket a definicidk alapjan!
H

LegyenA—B_:a,A—QzﬁsE:E!_ - E 4' G
Ezekkel AC=a+b, AF=a+¢, AH=b+c¢
ésAG=a+b+c. ‘

D > 7 B

Végezziik el a szerkesztéseket a definiciok alapjan!

Az 6sszegvektor €s a kiilonbségvektor egy rombusz két atlovektora, igy
ja@+b|=3esfa-b|=1

Hasonlban az ¢l6z6 feladat megoldasahoz!

Az oldalvektorok G+b és d-— b, vagy ezek ellentettjei, az iranyitastol fiiggden.
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819.

820.

821.

822.

823.

824.

825.

826.

AC—G+h: BD=b-a DH=>a fé:%g; ZF:m%E, ﬂi:%mg,
e L
FD=—-b-a;, HF =—a——b; BH=b-——a.
2 37 2 3
ﬁ:lmli}, CB=ad-b; ﬁ:lé—la; as=Lails. Fsz—la—lé;
272 ) 373 6 6
R:Z(;;_la):%g_la, ﬁ:%(lg_*j:lg_za
300 2 30 3 312 303
a+b a+b a+2b 3d+2b qa+ pb
a) ; b) ; ©) ; ; .
2 3 3 5 q+p
DK=b: AD=--a—b; BF--9%b. Eé:b;",
A = AD+DH = (i —5)+ (b -a) =—>a—~b;
3 373
O — o o 1. 3.
FD:FC+CD=—(—a—b)+(a—b)=—a——b,
27 2
ﬁ:G_C#c—F=3(5—a)+1(a+5)=—1a+§1}’.
3 2 6 6

a-—c¢

A 822. feladat alapjan EF = ,ahol d és ¢ akét alap oldalvektora.

Szerkessze meg a v két végpontjan atmend, a €s b vektorokkal parhuzamos egye-

neseket! A kapott paralelogramma v vektorral kozos kezdépontt oldalvektorainak
Osszege V.

Alkalmazzuk az eldbbi szerkesztést! A két komponens nagysaga 30 N és

3

—-60~=52N.
2

a) b=-Cés a tetszOleges;
b) egy szabalyos haromszog harom oldalvektora a megfeleld iranyitassal;
¢) egy szabalyos haromszog sulypontjabol a csticsokba mutatd vektorok.
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827. Végezziik el a vektormiiveleteket, majd adjuk meg a kapott vektor koordinatait!
a)a+b(5-2), b-d(-1;-6);
b) 3d(9;6), %5(3;—6), ~2b(~4;8);

©)2d+b(80), —2d-b(-8;0), b2

(=2:-4).

828. A helyvektorok végpontjai
a) (1,0), (0;5), (-6;0);
b) (1), (3:4), (-56):
o (7;-2), (-L-4), (L-3)

Az xi+ yjhelyvektor az (x; ¥) koordinataji pontba mutat.

7.12. Trigonometria

829. a) Vegyiink fel egy olyan derékszogli haromszoget, melynek hegyesszogei 30° és
60°, és az atfogoja 2 egységnyi! Ennek rovidebb befogoja 1, a masik befogoja
J3 egység. Ebbél a definiciok alapjan:

Ne

1 1
sin30°=cos60°=—, 1g30°=—==-", t260°=1/3.
> g B3 g
b) Vegyiink egy egységnyi befogdju, egyenlé szaru, derékszogii haromszoget,
amelynek hegyesszogei 45°-osak, az atfogdja pedig Y21
sin45° =cos45° = L = ﬂ, tg45°=1.
V22
¢) Az a)-beli haromszogben hiizzuk be a 30°-0s szog szogfelezdjét! Ez a szemkozti
oldalt a befogdk aranyaban osztja. Keletkezett egy olyan derékszdgii haromszog,
amelynek egyik szoge 15°-0s, a mellette fekvo befogd /3, a vele szemkozti be-

fogd 2\3-3 és az atfogoja 2\/6—3\/5 . Ebb6l a haromszogbdl a keresett szog-
figgvényértékek:

2%\/5, cos15°=—'2;\/§, tg15°:2—\/§.

d) Az el6z6 gondolatmenet szerint a b)-beli haromszog szogfelezdjének behtizasa-
val keletkezett derékszogii haromszogbol:

2-2 2+42

sin22,5° :T, cos22,5° :T, tg22,5° :\/5—1.

sinl15° =
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830.

831.

832.

833.

834.

835.

836.

837.

838.

Az atfogd hossza ¢ =6 +9° =117 = 3J13. A legkisebb szog a legrovidebb ol-
dallal szemkozti szog, legyen ez a!

sinoc——6 —i——zm cosoc—i——%/E
W3 13 137 Jizoo13

Mivel a =3¢, ezért sina = % Ebbdl a =19,5°és B =~ 70,5°.

t a—g—z
=57y

A hianyz6 oldalak hossza 18 és 19,5.

V4

a)a:c=2:5, b:c=\/ﬁ:5, a:b:Z:m;

a:c=1:4, bZC=\/EZ4, aib=12\/g;

nincs ilyen haromszog, mert sina nem lehet 1-nél nagyobb.
b)b:c=7:8, a:c:x/E:S, a:b=15:7;

b:c=1:10, a:c=x/®:10, a:b=+99:1;

nincs ilyen haromszog, mert cos o nem lehet 1.
c)a:b=8:5, a:c:S:\/@, b:c:S:\/@;

a:b=1, a:c=b:c=1:x/§;

a:b=6:25, a:c=6:\/ﬁ, b:c=25:661.

Az emelked6 1500-sin5° = 130,7 m magasra visz.
1
tga=—=0,4 = a~2l,8°
2,5
a=7,5-c0820°~7,05, b=7,5-sin20°=~2,57.

a:f-cos%zlo,l cm ésb:f-sin%z&% cm.

f

a~29,1cmésb~19,4cm.



839.

840.

841.

842.

843.

844.

845.

846.

847.
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A rombusz atldi merdlegesen felezik egymast, és felezik a rombusz szogeit.
e S
sin26°= 2 = & cos26°= 2 =L amibél e ~ 6,58 cm &s £~ 13,48 em,
7,5 15 7,5 15

Hasznaljuk fel, hogy a rombusz magassaga egyenl6 a beirt kor sugaranak kétszere-
sével!
sing = m_ 2 = E , amibdl a rombusz szogei kozelitdleg: 57,36° és 122,64°.
a a 19
10 )
a= ~11,03cm és e=20-tg25°~9,33 cm.
cos25°
2
=022 & %3018 = a~43,6° és P ~136,4°
2 f 5 2
snEo L T b2 g5 6008 p=120°.
2 f  f 4r 2 2
2

Amasik oldal 20-tg26,75° ~ 10,08, az atlok pedig kozelitdleg 22,4 és 18 cm hosszliak.

Két eset van attdl fiiggden, hogy melyik az alap hossza.
Ha a = 3,6 cm, akkor az alapon fekvd szog kdzelitéleg 73,67°, a szarszog 32,66°.
Ha a = 6,4 cm, akkor az alapon fekvo szog kozelitdleg 27,27°, a szarszog 125,46°.

h=2r-sin75°~ 73,41 mm.
@l -3 o Pl o pr2aoésaresse

2 a-r 14 2
b=17 tg24,2° ~ 7,64 cm, A
c:_1—7=18,64cm és

sin 65, 8°
R=£=9,320m.

2 a c

r
A\ A
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848.

849.

850.

851.

852.

853.

854.

855.

856.

857.

A két szint tavolsaga 12-25-tg50° ~357,5 cm.

L
tg40°

~107,26 cm-re.

90 cm

i)

X

A villanyoszlop a haztol d =1,6-tg78° = 7,53 m-re van.

. 2,4 .
A megtett Ut s = %h-600% =20km. Az emelkedés szoge smo = 20 alapjan
o =6,9°

Jeloljiik a két sz€1s6 helyzet tavolsagat d-vel, a kotél hosszat I-lel!

a) sin20°:%:% = d=160-5in20° = 54,72 cm.

b) A legals6 ponthoz képest 80 —80-cos20° = 4,82 cm-t emelkedik.

Legyen a labak hajlasszoge o!

>

a) singz—7 = a=41°%
22

b) A 1étra magassaga a szétnyitas utan 3,2-cos12,5° = 3,12 m.

Legyen a létra magassaga kinyitva 4! h=2co0s20°=1,88. Az ember magassagat
hozzaadva 3,68 m-t kapunk, ami nagyobb, mint a szoba belmagassaga, tehat nem
tud felallni.

Az ered6 er6 a 120 N nagysagu erdvel kozelitdleg 54,46°-0s, a 168 N nagysaguval
kozelitoleg 35,54°-o0s szoget zar be.

A hegy magassaga 4000-sin32°~2119,7 m, a keleti lejt6 kozelit6leg 20,7°-os.

Legyen az épiilet magassaga A, a kezdeti tavolsaga d!

tg18,6°:M és tg16°zg, amibdl 7 ~36,45m.

+18
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858.

859.

860.

861.

862.

863.

864.

Legyen a két haz tavolsaga d, a szemkozti haz magassaga h!

tg8,2°=§ = d=41,64 h—-6=41,64-tg26,8° = h=27,03m.

Az abra szerint:

tga :@:6 = o =80,540,
25

25
t(80,54°+1,9°) =

150+ x
25

x~38,3m B

Az abra szerint: -

h=400-sin14,7° ~101,5 m magasra visz
alejtd (d =400-cos14,7° =~ 386,9).
101,5+25
tg(a+14,7°) = ————
g( ) 386,9
a+14,7°=18,1°

o =3,4°
a

Jeloljiik az ablak talajszint feletti magassagat /4-val, a depresszidszoget pedig o -val!

tg21,8°:M = h=22més tgozz2 = a=47,7°.
20 20

. . 3,6
A révidebb kotél hossza L ~ 4,5 m. A hosszabb, 6 m-es kotél (sin f = ——
sin53,15° 6

alapjan) B ~ 36,87°-0s szoget zar be a talajjal.

36
Legyen a két csiga tavolsaga d! Ekkor tg21,8°=— = rE amibdl d = 90 cm.

d
12 3
A tavolabbi csiga (tg f = 0 alapjan) B ~11,31°-os emelkedési szogben latja a fii-
szalat.
A 860. feladat alapjan: a domb kozelitdleg 20,8°-0s meredekségli és kozelitbleg

15,89 m magas a kilato.
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865.

866.

867.

868.

869.

% ~ 33,24 m. Kétszer ekkora tavolsagbol kozelitéleg 15,55°-
g2,

os emelkedési szogben latjuk az épiilet tetejét.

Atavolsag d =

Legyen a vitorlazogép tavolsaga a kifutopalya végétol Iégvonalban mérve d, ennek
a talajra esé vetiilete b!
240

80

a) d= ~1724,5 m;

sin
b) b=£zl707,7 m, amibdl tgﬂ:$ = P =5,58° a korabbi
tg 8° 1707,5+750

depresszidszog.

Hasznaljuk fel, hogy az érintd merdleges az érintési pontba huzott sugérra!

~9,02 cm.

Az érintGszakasz hossza e =
t

o

A htir hossza h=2-5-sin61°~ 8,75 cm.

A héaromszdg teriiletébdl és a szar hosszabdl a szarhoz tartozd magassag:
2T L . . . .
m, = > =20 cm. Két ilyen haromszdg van, egy hegyes- és egy tompaszogi. Le-

h

gyen a szarszog B, az alapon fekvo szog a, az alap hossza a!

Hegyesszogli haromszog esetén: sin ff = m, 20 ebbdl B ~53,13°¢és o = 63,43°,

b 25
valamint ¢ =50-¢0s63,43° ~ 22,36 cm.
Tompaszogii haromszog esetén: sin(180°— ) = %, amib6l

B ~126,87°és o0 = 26,57°, valamint a = 44,72 cm.

Huzzuk be a trapéz magassagat a rovidebb alap két
végpontjabol, amivel két derékszogli haromszog
keletkezik!

m=14-sin54,8°~ 11,44 cm,

a, =14-c0s54,8°~ 8,07 cm,

df |m b=14cm

A [N\ (B\-548°
a,=a—(a,+c)=9,93cm 022 a a,
m 11,44 B 1 ; °
a) tga =— =——, ebbdl o =~ 49,04°, tovabba § =130,96° és y =125,2°.
a, 9,93
m 11,44

b)A masik szar d = ~15,15 cm.

sino - sin49,04°



872.

873.

874.

875.

876.

877.

sin48 tg 48°
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a-c
o ) a-12 .
870. Az alap hossza cos75° = 5 = T alapjdn a = 16,14 cm.
871. A hosszabbik szar b = -~ 8,07 cm, az alap g = +15~20,4 cm.

A 869. feladat alapjan: a 24 cm-es szar kozelitleg 40,07°-0s szdget zar be a 45 cm-
es alappal, és a rovidebb alap 22,5 cm hosszu.

Kb. 47,5 cm mély és 111 cm széles az arok.

Rajzoljuk be a szabalyos sokszog egy kozépponti haromszogét! Ez a haromszog

egyenld szar(, amelynek alapja a sokszog oldala (a), a hozza tartozé magassag a be-

irt kor sugara (7), szara a koré irt kdr sugara (R), €s szarszoge © = (ahol n a

sokszog oldalainak szama). Ezek alapjan: sing = 2£, ebbdl g =8-sin22,5° ~ 3,06,
r
amibdl K =8-a=24,48 cm. A beirt kor sugara »=R-c0s822,5°~3,70, amibdl

T= 8-%:4-3,06-3,70 ~ 45,29 cm®.
r=24-c0s36°~19,42 cm.

=9 cm, amibdl...
a) a=18-tg18°~ 5,85 cm;

b) Re—tl =2 <946 cm.
cosl8° cosl18°

a=X _oemesr=—9 =2 < 168cm,ezzel T=12-9" ~907,2 om’,
12 2g15°  2tgl5° 2
b) A leghosszabb 4tlo: 2R = .a ~ 34,77 cm.
sin15°

A legrovidebb atlo: e=18-sin75°= 17,39 cm.



[

7. GEOMETRIA — MEGOLDASOK ]

878.

879.

880.

881.

882.

883.

Az abra szerint OO’ =45 cm,
r=10cm, =5 cm.

EE'=e=+45" -5 =+/2000 ~ 44,72

és coscc:i = a=~83,62°
45

fgy a két korcikk kozépponti szoge

0 ~192,76° és o' ~167,24° az iv-
_ 107 -192,76°

hosszak pedig i = —————— ~ 33,6
pedie 180°

~14,6. Ezekkel a lanc hossza K =i+i'+e~93 cm.

. 57-167,24°
eSl1 =————mF
180°

A kis korok kézéppontjai egy szabalyos kilencszog csucsai, amelynek oldala 6 mm.
A 874. feladat alapjan a koré irhatd kor sugara kozelitéleg 8,77 mm. Ezzel a csap-
agy bels sugara 5,77 mm, a kiils6 sugara pedig 11,77 mm.

T~1179,55 mm®.

Hatarozzuk meg el6bb a hur altal lemetszett kisebbik kdrszelet teriiletét! Legyen ez
T,, a kdzépponti szoge o =2a! sina = L = 16 = a =53,13°
r
7= 10> -106,26° 3 10* -sin106,26°
oreikk A 3600 2
teriilete 7, =7, —7; =100 — 44,73 ~ 269,32 cm’.

T =T ~ 44,73 cm’. A maésik korszelet

Az ontozott tertilet a két kor teriiletosszegének €s a kozos rész teriiletének a kiilonb-
sége. A kozos részt a kozos hur két egybevagd korszeletre bontja. Az el6z6 feladat
alapjan az dntozott teriilet nagysaga 201,33 m”.

Jeloljiik a korok kozéppontjat A, B és C-vel! A kdzéppontok tavolsaga igy AC =5,
BC = 12 és AB = 13 egység. Mivel 5°+12% =13, igy az ABC hiromszdgnek
a C csucsnal derékszoge van. A korok altal kozrezart sikidom teriiletét gy kapjuk,
hogy az ABC haromszog teriiletébdl kivonjuk a 3 korcikk teriiletét. Az ABC harom-

. 5 .
sz0g szbgei sina = o alapjan a ~ 22,62° és B ~ 67,38°.

T

_>12 22_”+32”'67’380+102n'22’620 ~ 1,84 egységnégyzet
2 4 360° 360° O ceysegnegyzel
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884. A kutya altal bejarhato teriilet alakja fligg a kotél hosszatol.

a) 6 m hosszu kotél esetén egy kor % részét. Ennek tertilete
I = %-627'[ =27r ~84,8m’.
b) 10 m-es kotél esetén egy 10 m sugara kor % részét és két, 2 m sugarti negyed

kort. Ennek teriilete 7, =%~1027r +2&-22n =771 ~241,9m’;

c) 14 m-es kotél esetén a 14 m sugarti haromnegyed kor egy része a telken kiviil
esik, igy a korszelet teriiletét le kell vonni. A korszelet teriiletéhez meg kell hata-

rozni a kdzépponti szoget, ami cosa = % alapjan 2a ~76,42°.

2 o 2 L o
A korszelet teriilete T, = 1477-76,42° 14" -sin76,42

korszelet 3600 = 35, 38 mz.

A bejérhato teriilet 7, = %o1427r +2 -i-6z7r —-35,38~482,7m’.

885.a)1; b)l; ¢) %; d) %; e) —%; f)5—2\/8; g) 4.

886. Hasznaljuk fel a szogfiiggvények kozti dsszefiiggéseket!

sino. .
a) cosa - =sina;

cosa
1

cosa’

b)

¢) 1-sin’ a =cos’ a;
1 cos’ o
d) ——=— ——=cos’ ;
|4 S0 cos’a+sin®

cos’ o
sin’ a
—_— — 1,
l—cos o
2

f) sin® o + 2sina cos o + cos’ of ———————— =
sina | cosa

cosa sina
2sina cosa

=1+2sinacosot ——————=1.
sin” o +cos” o
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887. Hasznéljulz fel a szogfiiggvények kézti3 Osszefliggéseket! A
a)sina=—= cosa=+vl-sin®a == és tga= e =—;
5 5 cosa 3

2 V5 2
sinoe =— eseten cosaa=—— €S tgo =—F;
3 3 5

. 3 . A/391
sina =0,15=— esetén cosa = =
20 20 391

nincs ilyen szdg, mert 5 >1;
12 . . .
b) cosa =— esetén sina=— ¢és tga=-—;
1 1 12
1 . . V15
cosa =— esetén sina=—— és tga=+/15;
3 . .
cosa =—— esetén sina =

7 . . .
cosa:0,7:l— esetén sma:W és tga=——;

C) tgar =1esetén sino =cosa = 7;

7 , 24, . 7
tgo =— esetén cosa=— ¢&s sino=—;
25 25
tgo = 2 esetén cosa = 4 és sina = 2.
4 Jo7 Vo7
1 . 5
tga =5 esetén cosoa=—— ¢és sino=——.
V26 V26

888. T — e~f~2$1n(p _ 24-19sin53 ~182.1 cm?,

181



8. Gondolkodasi médszerek — megoldasok

8.1. Skatulyaelv, logika

889.

890.

891.

892.

893.

894.

895.

A legrosszabb esetben minden honapban csak 2 didknak van sziiletésnapja. Egy
ujabb didkot hozzavéve mar biztosan lesz egy olyan honap, amelybe 3 sziiletésnap
esik. Igy legaldbb 25-en jarnak az osztalyba.

a)10; b)8-9+1=73;

¢) 73 darab joghurt esetén biztosan van 10 db egyforma targy, és a tobbi 7-félébdl is
van 9-9 db egyforma. Ha legrosszabb esetben innent6l csak egyféle targyat abra-
zol6 joghurt kaphato, akkor minimum 10 db-ot kell vasarolni egy Gjabb ajandék
targyért ¢s megint 10 db-ot a 3. ajandék targyért. 73 + 10 + 10 = 93;

d) Nem lehet biztos szamot megadni. Elképzelhetd olyan eset is, hogy barmennyit
is vasarolnak, az ajandékok kozott soha nem lesz 3 kiilonbozo.

Hasznaljuk a skatulyaelvet! Szamoljuk 6ssze a még kedvezétlen esetek szamat,
majd adjunk hozza egyet!

a) 3+1=4; b) 15+20+1+1=37,
c) 15+20+1=36; d) 10+20+2+1=33;
e) 10+2+2+1=15.

Az el6z0hoz hasonloan: 8-2+6+1=23.

A szamok Osszege —5; —3; —1; 1; 3 vagy 5 lehet csak. Mivel 5 sor és 5 oszlop van,
Osszesen 10 db 6sszeget kapunk. Az 6sszegre azonban csak 6 kiilonbozé lehetéség
van, igy lesz legalabb két egyenld Osszeg, vagyis a tablazat nem t6lthetd ki a meg-
adott modon.

Az egész szamok tizféle szamjegyre végzodhetnek, ezért a 11 szam kozott biztosan
lesz kettd, melyek azonos szamjegyre végzddnek. E két szam kiilonbsége 0-ra fog
végzddni, igy oszthato lesz 10-zel.

A szamok kozott van két szomszédos, hiszen 2-500 = 1000. Szomszédos egész sza-
moknak viszont nem lehet 1-nél nagyobb k6z6s osztoja, hiszen az osztdja lenne a
két szam kiilonbségének is, ami 1.
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896.

897.

898.

899.

900.

901.

Tegyiik fel, hogy a tarsasag n fobol all. A lehetséges ismeretségi szamok az egyes
embereknél: 0, 1, 2, ..., n—1. Mivel az ismeretség kolcsonds, ezérta 0 és n—1 egy-
szerre nem fordulhat el6, hiszen nem lehet két olyan ember ugyanabban a tarsasag-
ban, akik koziil az egyik mindenkit ismer, a masik pedig senkit sem. Ez azt jelenti,
hogy legfeljebb n —1 kiilonboz6 ismeretségi szam fordulhat elé az n szdmu ember
kozott, igy biztosan lesz két olyan ember, akinek azonos szamu ismerdse van.

Osszuk fel az intervallumot 3 egybevago, 3 hosszu részre! A kijel6lt szamok ko-
z0tt biztosan lesz kettd, amely azonos részre esik, ezek kiilonbségének abszolut

értéke legfeljebb % .

Osszuk fel a téglalapot az oldalaival parhuzamos egyenesek segitségével 25 darab
egybevago, 3, illetve 4 cm-es oldalakkal bird téglalapokra! A 26 kijeldlt pont kozott
biztosan lesz legalabb két olyan, melyek azonos kis téglalapra esnek. A Pitagorasz-

tétel miatt egy ilyen kis téglalap atlojanak hossza v/3° +4° =5 cm.
Ennél nagyobb tavolsag a téglalap két pontja kozott nem lehet, igy a rajta 1évo két
kijeldlt pont tdvolsaga sem lehet tobb ennél.

Osszuk fel a téglatestet gondolatban a hatarold lapjaival parhuzamos sikok segitsé-
gével 27 darab egybevagd, 2 m, 3 m és 6 m élekkel rendelkezd kisebb téglatestre! A
28 szunyog kozott biztosan lesz legalabb két olyan, melyek azonos kis téglatestbe
vagy a hatarara esnek. A téglatest testatlojara vonatkozo képlet miatt egy ilyen kis

téglatest testatlojanak hossza: v2° +3°+6° =7 m.
Ennél nagyobb tavolsag a téglatest két pontja kdzott nem lehet, igy a két szunyog
tavolsaga sem lehet nagyobb ennél.

A paros szamok négyzete 4-gyel osztva nyilvan 0 maradékot ad. A paratlan szamok
négyzete: (2k + 1)2 =4 (k2 + k) +1 miatt 4-gyel osztva 1 maradékot ad. A négyzet-
szamok 4-es maradéka tehat kétféle lehet. Ez azt jelenti, hogy harom négyzetszam
kozott mindig van kettd, amelynek egyenld a 4-es maradéka, ezért kiilonbségiik
oszthato lesz 4-gyel.

A paros szamok négyzete: (Zk)z =4k’, ami 8-cal osztva 0, vagy 4 maradékot ad.
A paratlan szamok négyzete (2k + 1)2 =4 (k2 + k) +1=4k(k+1)+1 miatt 8-cal
osztva | maradékot ad, hiszen k vagy k + 1 paros. A négyzetszamok 8-as maradéka
haromféle lehet. Ez azt jelenti, hogy négy négyzetszam kozott mindig van kettd,
amelynek egyenl6 a 8-as maradéka, igy kiilonbségiik oszthato lesz 8-cal.
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902.

903.

904.

905.

906.

907.

Tekintsiik az 5, 55, 555,..., 55...5 szamokat, ahol az utolsé szam 2010 darab 5-6s
szamjegybdl all. Mivel a 2009-cel vald osztasi maradékok szama 2009, ezért 2010
darab szam kozott lesz két olyan, amely azonos maradékot ad 2009-cel osztva.
A felirt szamok kozott tekintve e két szamot, majd a nagyobbikbdl kivonva a kiseb-
biket, a kapott szam 55...50...0 =55...5-10° = 4-10" alaku, ahol k pozitiv egész,
tovabba a szam oszthato 2009-cel. Mivel a 10 és a 2009 relativ primek, ezért 4-nak
2009-cel oszthato szamnak kell lenni. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

A feladat megoldasa azon az egyszert tényen alapszik, miszerint ha adott & db ska-
tulya, és azokba n db targyat helyeziink el, és n > k - m (m természetes szam), akkor
legalabb egy skatulyaba legalabb m + 1 targy kertil.

A hibés vélaszok szdma 0, 1, ..., 31, tehat 32-féle lehet. Mivel 32-58 < 1800, igy
lennie kell 59 darab azonos eredménynek.

Osszuk fel a négyzetet 9 db egybevagd 10x10 -es négyzetre! Mivel 10 db pont
van, lesz legalabb egy olyan 10x10 -es négyzet, amelybe 2 pont keriil. Ennek a két
pontnak a tavolsaga nem lehet nagyobb a négyzet atlojanal. Ez 1042 , ami kisebb
mint 15.

Az el6z6hoz hasonldan osszuk fel a négyzetet 25 db egybevagd 7 x 7 -es négyzetre!
Lesz legalabb egy olyan 7x7 -es négyzet, amelybe 3 pont keriil. Ebben a négyzet-
ben a legnagyobb tavolsag az atlé hossza. Ez 72 < 10, azaz a négyzet lefedhetd
egy 5 cm sugaru korlappal.

Osszuk fel a korlapot 6 db 60°-o0s kozépponti szogii egybevago korcikkre! fgy lesz
legalabb egy olyan kdrcikk, amelyikbe 3 taldlati pont keriilt. Ebben a korcikkben a
legnagyobb tavolsag 1 egység, igy ezeknek a pontoknak a paronként vett tavolsaga
legfeljebb 1.

Az a) és b) allitas igaz, a tobbi hamis. Az allitasok egy lehetséges tagadasa:
a) A nulla nem természetes szam.

b) Van olyan egész szam, ami nem racionalis.

¢) Nincs tompaszogii szabalyos haromszog.

d) Van olyan deltoid, amelyik nem paralelogramma.

e¢) Van olyan haromszog, ami forgasszimmetrikus.
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908. Venn-diagramon abrazolva a kémia tagozatosok (XK), a
fiuk (F) és a matematikabol 6tos osztalyzatuak (M) hal-
mazat eldonthetd, hogy csak a b) allitas igaz biztosan.

909. Venn-diagramon abrazolva a négy-iitemii (N), a
BERREGH markaji (B) és a Combi tipusti autok
(C) halmazat eldonthetd, hogy csak a c) allitas igaz
biztosan.

N

910. —, A = Van olyan emlds, aminek nincs laba.
— B = Van olyan bogar, ami nem rovar.
— C=Van olyan négyszog, amelynek nincs beirt kdre.
— D = Van olyan lakas, melynek van olyan szobdja, ahol nincs vilagitas.

911. — 4 = Minden rombusz négyzet.
— B =Minden paralelogramma trapéz.
— C = Minden sorozat korlatos.
— D = Minden ember iszik alkoholt.

912. a) igaz; b) igaz; ¢) hamis, pl. a 24 miatt; d) igaz, hiszen (4, 6, 10) = 60.

913. a) hamis; b) igaz; ¢) igaz, a négyzet miatt; d) igaz.

914. a) igaz, pé¢ldaul a kor;
b) hamis, lasd az abrat;
¢) hamis.

185
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915.

916.

917.

918.

919.

920.

921.

922.

923.

—A =Nem esik az es6, és nem siit a nap.

— B = Andrea nem sz6ke vagy nem kék szemd.

— C =Az ABC haromszdg nem egyenld szara vagy nem hegyesszogli haromszog.
—D = Az ABCD négyszdg nem trapéz és nem deltoid.

a) —4; b) AAB; c) ~AAB; d) =B A—4;
e) Ar—B; f) AvB; g) ~Av B.
Felhasznalva a kettds tagadas torvényét ¢s az un. De Morgan-azonossagokat:

a) =(—4) = A. Esik az esé.

b) =(4AB)=—-4v—B. Nem esik az es6 vagy nem rossz a kedvem.

¢) =(—~4AB)=—(—4)v—B=A4v-B. Esik az es§ vagy nem rossz a kedvem.

d) =(—BA—A4)=—(-B)v—(—4)=Bv A= Av B. Esik az esd vagy rossz a ked-
vem.

e) =(4A—B)=—-4v—(—B)=—-4v B. Nem esik az es6 vagy rossz a kedvem.

f) =(A4v B)=—4A—B. Nem esik az esd és nem rossz a kedvem.

g) —(—4v B)=—(—4) A—B = AA—B. Esik az es6 és nem rossz a kedvem.

a) A> B; b) B> A4; ¢) -4A—>—=B; d) —|(A/\—.B); e) Bv—4.

a) Ha n oszthato 15-tel, akkor oszthato 5-tel.

b) Az n pontosan akkor oszthaté 15-tel, ha oszthato 5-tel és 3-mal is.

¢) Ha n oszthat6 5-tel és nem oszthatd 3-mal, akkor nem oszthato 15-tel.

d) Ha n nem oszthat6 15-tel, akkor nem oszthatd 5-tel vagy nem oszthato 3-mal.

a) B— 4; b) B— 4.
a) A> B, b) B> 4, ¢c) A—>B; d) A< B.

Mivel minden egyes allitas mast allit, ezért legfeljebb egy igaz allitas lehet kozot-
tik! Nem lehet mind hamis, mert akkor az 5. allitas igaz lenne, ami ellentmondas.
Csakis egy igaz allitas lehet koztiik, ami a 4. allitas.

Moricka allitdsa nem lehet igaz allitas, mert akkor két egymast kdvetd napon is
igazat mondana, ami ellentmondas. Tehat hazud6s napon mondta, akkor viszont a
kovetkez6 napon is hazudni fog, igy csak szombaton tdrténhetett a dolog.
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924.

925.

926.

927.

Jeloljiik a tovabbiakban a szereplket nevilk kezddbetijével! Tegyiik fel, hogy 4
igazat mond. Ekkor B hazudik, igy C igazat mond, ami ellentmondas. Ha 4 hazudik,
akkor B igazat mond, és C hazudik, ami megfelel C kijelentésének. Tehat A és C
hazudik, B pedig igazat mond.

A telefonal6 igazmond6 nem lehet, hiszen ravasznak mondja magat. Akar hazug,
akar felemas, az elsd allitasa hamis, igy az orvos nem indult el.

Ha a 11 szigetlako k6zott n szamu igazmondo van, akkor a 11 valaszban éppen eny-
nyiszer szerepel az n szdm. Ez azt jelenti, hogy a kilenc elhangzott valasz mindegyi-
ke hazudostol szarmazik, mert a 3-ndl nagyobb szamok még a hianyzé valaszokkal
egylitt sem hangozhattak el ennyiszer, a 2-nél kisebb szamok pedig énmaguknal
tobbszor hangzottak el. A hianyzo6 két valasz tehat: 2; 2.

A valasz: igen.

Tegyiik fel, hogy egy okos, fiatal malac elmegy léghajosnak! Az 5. miatt akkor
0 szédiilés. Ekkor a 2. miatt tisztelettel bannak vele, a 7. miatt pedig nem megy
kotéltancosnak. Akkor a 9. miatt 6 kdvér. A 3. miatt esernyd van ndla, igy a 8. mi-
att nevetségesen néz ki. Mindezekbdl a 6. miatt adodik, hogy ebédelhet nyilvanos
helyen. fgy a 4. miatt nem ehet zsemlét, ezért az 1. miatt sziikségképpen Gregnek
kellene lennie, ami ellentmondas!



9. Kombinatorika - megoldasok

9.1. Kombinatorikai problémak

928.

929.

930.

931.

932.

933.

Az 6sszeg 2; 3; 4; ...; 12 lehet, azaz 11 kiilonboz6 eset van.

Irjuk fel az 6sszeget a tagok novekvé sorrendjében!

a) 1+9; 2+48; 3+7, 4+6; 5+5, azaz Osszesen 5 felbontas van.

b) 1+1+8; 1+2+7; 143+6; 1+4+5 2+2+6; 2+3+5;
2+4+4; 3+3+4,azaz 6sszesen 8 felbontas van.

. 5.4
Osszesen (;j =5 10 szakaszt hataroznak meg a pontok.

Legyen a két parhuzamos egyenes e és f gy, hogy e-re 4 megjeldlt pont, f-re 5

megjeldlt pont illeszkedjen!

a) Az egy egyenesre illeszkedd megjelolt pontok nem hataroznak meg haromszo-
get. Kétfajta haromszoget kaphatunk. Az egyik fajta haromszognek 2 cstcsa az

. . . . 4.3
e egyenesre, 1 pedig az f egyenesre illeszkedik. Ebbdl a fajtabol 7-5 =30 db
van. A masik fajta haromszdgnek 2 csticsa az f'egyenesre, 1 pedig az e egyenesre
illeszkedik. Ezek szdma %-4 =40. Osszesen tehat 70 haromszoget hataroz-

nak meg a megjeldlt pontok.
b) Négyszog csak akkor keletkezik, ha mindkét egyenesrdl 2-2 megjeldlt pontot
. 4.3 5.4
valasztunk ki. A négyszogek szama igy TN =60.

Legyen a szabalyos haromszog oldala 3 egység! A keletkezett szabalyos haromszo-
gek oldalanak hossza 1, 2 vagy 3 egység. Az elsé fajtabol 9 db, a masodikbdl 3 db,
a harmadikbol pedig 1 db van. Igy 6sszesen 13 db haromszog lathaté az abran.

A szam nem tartalmazhatja a 0 szamjegyet, mert az a legkisebb, de 0-val nem kezddd-

het a szam. A maradék 9 szamjegybdl kivalasztunk 3-at. Ezt 2§Z = 84-fé¢leképpen

tehetjiik meg a kiilonbozd sorrendeket nem tekintve kiilonbdzének. A kivalasztott
szamok 1-1 megfeleld szamot hataroznak meg, igy 6sszesen 84 db ilyen szam van.
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934.

93s.

936.

937.

938.

939.

940.

941.

A szamjegyek lehetnek 0; 2; 4; 6; 8. Mivel a szdm nem kezdddhet 0-val, igy az elsd
helyre 4, a masik két helyre 5-5 szadm koziil valaszthatunk. Osszesen 100 db meg-
felel6 szam van.

Ezek 6sszegét szamoljuk ki helyiértékenként! A szazas helyiértéken mindegyik szam-
jegy 25-sz0r, a tizes, illetve egyes helyiértéken pedig 20-szor fordul eld. Ezek alap-
jén a szamok Osszege (2 +4+6+8)(25-100+20~10+20-1) =20-2720 =54 400.

Az dtjegyli szamban csak az 1; 2; 3; 4 és 5-0s szamjegyek szerepelhetnek. Az 5-0s
szam OtszOr szerepel, igy ilyen szam 1 db van. A szam allhat 4 db négyes és 1 db
egyes jegybol, amelybdl 5 db van. Végiil a szam allhat 3 db harmas és 2 db kettes
jegybdl, ebbdl a fajtabol 10 db van. Osszesen tehat 16 megfeleld szam van.

A hatjegyii szam csak 1-es és 2-es szamjegybdl allhat, igy 2° = 64 ilyen szam van

Osszesen.

a) Ezek koziil csak a 121212 és 212121 felel meg a feltételnek.

b) Szamoljuk 6ssze a szamokat a benniik 1évo 2-esek szama szerint! Ha 4, vagy en-
nél tobb 2-es van, akkor biztosan lesz ketté egymas mellett. 3 db 2-es jegy esetén
4 db megfelelé szam van, a 121212, 211212, 212121 és a 212112. Ha 2 db 2-es
van a szamban, akkor ezek 5 esetben szerepelnek egymas mellett, és dsszesen
15 db két 2-est tartalmazé szam van. igy 10 olyan eset van, amikor nincsenek
egymas mellett a 2-esek. Az 1 vagy 0 db kettest tartalmaz6 szamok mind megfe-
leldek, és ezek szama 7. Osszesen tehat 21 db olyan szam képezhetd, amelyben
nincs két 2-es egymas mellett.

Egy f6 13 partit jatszik.

" A e 14713
a) Az Osszes mérkdzés szama

=91, ha mindenki csak egyszer jatszik;

b) Ha oda-visszavago van, akkor ennek kétszerese, azaz 182.

A dominok ko6zott vannak olyanok, amelyek mindkét felén egyforma szamu potty
van. Ezekl%('il910 db van. A tobbi dominé két felén kiilonbozd szamuak a pottyok.
Ezekbdl T =45 db van. Osszesen 55 darab dominé van.

a) 2-féle; b)3-2-2=12-féle; c) 4-3-3=36-féle szinezés lehet.

a) 5! =120; b)4!-2 =48,

A szoénak 5! = 120 sorrendje lehetséges. Az azonos betlivel kezd6d6 sorrendekbdl
24 db van. Mivel 88 =3 - 24 + 16, igy az elso betli az abécé sorrend szerinti negye-
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942.

943.

944.

945.

946.

dik betti, azaz M. Az M betlivel kezd6do6 24 sorrend masodik betiije 4-féle lehet, igy
ezek mindegyikébdl 6 db van. Mivel 16 = 6 - 2 + 4, igy a masodik betli az abécé
sorrend szerinti harmadik betti, K. Az MK kezdetti sorrendek koziil a negyedik utol-
s0 betlijét kerestiik, ami A.

Osszesen 5!, azaz 120-féleképpen iilhetnek le egymas mellé. Ebbél minddssze egy
esetben Uil mindenki a sajat helyén. A tobbi esetet szamoljuk &ssze aszerint, hogy
hanyan iilnek a sajat helyiikon! Pontosan 4-en nem lehetnek, mert akkor az 6todik is
a sajat helyén iilne. Ha 3 ember jo helyen iil, akkor a masik ketté csak egyfélekép-

pen iilhet rossz helyen. Az 5 emberbdl % =10-féleképpen valaszthatjuk ki azokat,
akik jo helyen iilnek. Ezek szerint 10 olyan eset van, amikor 3-an iilnek a helyiikon.

Ha 2 ember il j6 helyen, akkor a tobbi 3 csak kétféleképp tilhet rossz helyen. Az 5
emberbél 10-féleképpen valaszthatjuk ki azt a 2-t, aki a helyén iil. gy 20 esetben
iilnek pontosan ketten j6 helyen. Mar csak az az eset maradt, amikor csak 1 ember iil
a sajat helyén. Ezen esetek szama 5-9 =45. Osszesen tehat 76 esetben iil legalabb
egy ember a sajat helyén.

a)2 - 10 =20; b) 10 - 5 =50; c) 10 - 9=90.

A kiolvasas mindkét esetben ugy torténik, hogy az I betiitél indulva jobbra, vagy

lefelé 1épiink, mig elériink a T betiiig.

a) Minden esetben 4-szer kell jobbra és 3-szor lefelé 1épniink, igy elég dsszeszamol-
!

ni, hanyféleképpen allithatjuk sorba ezt a 7 1épést. Ezek szama 35, igy

4131
35-féleképpen olvashato ki a szo.
b) Most minden 1épésnél két valasztasi lehetdség van, ami 6sszesen 27 =128 esetet

jelent.

Rendezziik tablazatba az eredmények lehetséges sorrendjeit, és irjuk mellé, hogy
hanyféleképpen alakulhatott ki az!

1:0 1

0
1

2:0 1
2:1 1

[SSIRVSREON)
N — O
NN | —
O | |—

e N RN RN
W= O
DN |n| W=
DR | n
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._.
~

A tablazatbdl kiolvashato, hogy 14-féleképpen alakulhatott ki a végeredmény.

a)8§; b)3-5=15; c)3-5-2=30.
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947.

948.

949.

950.

951.

952.

953.

954.

a) 10! =3628800; b)10-9-8-7-6-5-4=604800.

Mind a 4 diak esetében két lehet6ség van: vagy felveszik, vagy nem. fgy sszesen
2* = 16 kiilonbozo esetet kapunk.

a) 4! =24; b) 3! = 6; c)2-3!=12; d)3-3!=18.
8 helyre 6 kartyat kell elhelyezni. A lehetdségek szama: 8 - 7-6 -5 -4 - 3 =20160.

Minden fliszernél két valasztasi lehetdség van: vagy beletessziik az ételbe, vagy
nem. fgy 2° —1=63 eset van, mert ki kell hagyni azt az esetet, amikor egyiket sem
tessziik bele.

a) A jatékban4-4-3-2 =96 babu van.

b) Szamoljuk 6ssze a babukat aszerint, hogy melyik két tulajdonsdgban egyez-
nek, illetve kiilonbdznek az adott babuval! Mivel 4 tulajdonsag van, ez 6
esetet jelent. Az egyezd tulajdonsag szerint 1 lehetdség van, az eltérd tulaj-
donsag szerint pedig eggyel kevesebb, mint a fajtak szama. igy Osszesen
3.3+3-243-1+3-2+3:1+2-1=29 olyan babu van, ami két tulajdonsagban
tér el egy adott babutol.

Hasznaljuk fel, hogy a kocka szemkdzti lapjain levé szamok 6sszege 7!

a) A legnagyobb 0sszeg: 9-6+8-5+4-4 =110, a legkisebb 0sszeg pedig:
9-1+8-2+4-3=37.

b) A torony minden emeletén a 4 oldallapon 1évé szam osszege 14. igy a legna-
gyobb 6sszeg 126 + 6 = 132, a legkisebb pedig 126 + 1 = 127.

c)Most a legnagyobb Osszeg: 9-6+9-7+2-5=127, a legkisebb pedig:
9-1+49-7+2-2=176.

Legyen a két szin piros és kék! Elég az egyik szindi, példaul a kék lapok szamat
megadni, ez lehet 1, 2, 3, 4 vagy 5. Az 1 kék lappal rendelkezé kockak szama 1.
Ugyanennyi olyan kocka van, amelynek 5 lapja kék. Ha 2 kék szint lap van, ak-
kor ezek vagy egymas mellett, vagy egymassal szemben talalhatok, szamuk 2, ami
megegyezik a 4 kék lapt kockak szamaval. Ha 3 lapja kék, akkor ezeknek vagy ko-
z0s az egyik csucsuk, vagy az egyik lapnak egy-egy kozos éle van a masik kettvel.
Ezen esetek szdma szintén 2. Osszesen tehat 8 kiilonbozé szinezés lehetséges.
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958.

956.

957.

958.

959.

960.

Mivel 9 cstics van és 2 szin, igy lesz legalabb 5 azonos (pl. piros) szinii csucs. Ezek
koziil 2 biztosan szomszédos csucs. Ha a veliik szomszédos masik két csucs koziil
legalabb az egyik piros szinii, akkor az altaluk meghatarozott haromszog megfele-
16. Ha mindkét csucs a masik szinti (pl. kék), akkor nézziik azt a csucsot, amelyik
illeszkedik arra a atlora, amelyre a két kék, illetve a két piros csucs szimmetrikus.
Ha ez a cstics kék, akkor az elébbi 2 csticesal, ha viszont piros, akkor az utdbbi két
csticesal alkot egyszinti haromszdget.

Osszuk fel a ,,poharat” 84 egységnégyzetre! A kitoltés azt jelenti, hogy az adott

alakzattal le tudjuk-e fedni a négyzeteket maradéktalanul.

a) Nem fedhetd le, mert paratlan szdmu oszlop van.

b) Nem fedhetd le, mert a bal also és jobb als6 négyzet nem fedhetd le egyszerre.

c) Lefedhetd, ha minden oszlopba 3-3 db 4 x 1-es alakzatot tesziink.

d) Szinezziik ki a négyzeteket valtakozva két szinnel (pl. fekete és fehér) tgy, mint
a sakktablat! Ekkor fekete és fehér négyzetbdl is 42 van. Az adott alakzat minden
esetben 3 fehér és 1 fekete, vagy 3 fekete és 1 fehér szinti négyzetet fed le. Mivel
a lefedéshez 21 db alakzat kell, ezért a lefedett azonos szinli négyzetek szama
paratlan. Tehat nem fedhetd le az adott alakzattal;

e) Ebben az esetben hasznaljunk soronként valtakozo szinezést! A fekete és fehér
négyzetek szama most is 42. Az adott alakzat az el6z6hdz hasonlodan itt is parat-
lan szamu fekete, illetve fehér mezot fed le. Mivel most is 21 db alakzat kellene
a lefedéshez, ezért ez sem valdsithatd meg.

Ha minden harmadik széken iilnek, akkor a kovetkezé személy mar biztosan vala-
kinek a szomszédja lesz. Az n legkisebb értéke tehat 20.

Az els6 helyezett a 8 versenyz6 barmelyike lehet, a masodik — ha megvan az elsé —
7 versenyz0 lehet, és igy tovabb. Mivel az egyes helyezettek egymastol nem fligge-
nek, ezért a verseny lehetséges kimeneteleinek szama: 8 - 7 - ... - 2 - 1 = 8! =40 320.

Balrol az els6é konyv a 12 kdnyv barmelyike lehet, a méasodik — ha leraktuk az el-
st — 11 konyv lehet, és igy tovabb. Az egyes helyekre torténd lerakasi lehetdségek
fiiggetlenek, ezért az dsszes lerakasok szdma: 12 - 11 -...- 2 - 1=121=479 001 600.

Ha mind az 5 gomboc kiilonb6z6 fajtaju, akkor az elsé gombodc 6tféle, a masodik
négyféle lehet, és igy tovabb. Az 0sszes lehetséges fagylaltok szama ezért:
5-4-3-2-1=120.
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961.

962.

963.

964.

Az els6 helyre hétféle autd, a masodik helyre hatféle auto keriilhet, és igy tovabb,
ezért az Osszes lehetséges sorrendek szama: 7 - 6 - ... - 2 - 1 =7! =5040. Evente 252

0
=20 miatt 20 év mulva

sorrendet valosithatnak meg, ezért az els6 ismétlodés
kovetkezik be.

Egy egész szam pontosan akkor oszthato 6-tal, ha paros és 3-mal oszthato. Ebbdl
adodik, hogy egyrészt a 8-as all az egyesek helyén, masrészt a tobbi jegy sorrendje
tetszoleges, hiszen a szamjegyek Osszege 1 + 1 + 5 + 8 + 9 =24, ezért minden eset-
ben 3-mal oszthaté szamot kapunk. Meg kell tehat hataroznunk, hogy az 1, 1, 5, 9
jegyeket hanyféleképpen rakhatjuk sorba. Ha a két 1-es jegyet megkiilonbdztetjiik
(pl. piros, illetve kék szinnel), akkor a lehetséges sorrendek szama az els6 feladat
megoldasaban latott elv szerint: 4 - 3 - 2 - 1 = 24. Két olyan sorrend azonban nem
szamit kiilonbozonek, amelyek csak az 1-esek szinében térnek el! Egy adott szamot
tehat pontosan kétszer szamoltunk meg az 1-esek szinezése miatt: piros-kék, kék-

piros. A helyes valasz tehat > =12.

Kiilonboztessiik meg a ,,barakka” szoban szereplé harom a betiit egymastol pl. szi-
nezéssel, és tegyiik ugyanezt a két k betlivel is! Ekkor a szt 7 kiilonb6zo irasjel
alkotja, a bel6liik képzett kiilonboz6 szavak szama az elsé feladat megoldasaban
latott elv szerint: 7 - 6 - ... - 2 - 1 =7! =5040. Ha két adott sz6 csak abban tér el egy-
mastol, hogy a betiik ugyanazokon a helyeken allnak, csak az a betiik egymashoz,
valamint a & betiik egymashoz viszonyitott sorrendje mas, akkor ezek nem szamita-
nak kiilonbozonek. Mivel az a betlik sorrendje 3 - 2 - 1 = 6-féle lehet, a & betliké pe-
dig 2, ezért ezeket a szavakat pontosan 6 - 2 = 12-szer szamoltuk meg! A ,,barakka”

40 L .
B =420. Egyjegyli primszamokbol 4 van:

2,3, 5, 7. igy minden lehetséges szohoz 4 végzédés tartozik, ezért a lehetséges azo-
nositok szama: 420 - 4 = 1680, legfeljebb ennyiszer kell tehat Katinak probalkoznia.

sz0 anagrammainak szama tehat

Kiilonboztessiik meg az allatok koziil a 4 oroszlant egymastol, és tegyiik ugyanezt a
két tigrissel! Ekkor a 7 kiilonb6z6 allat sorba rendezéseinek szama az elsé feladat-
ban latott elv szerint: 7 - 6 - ... - 2 - 1 =7! =5040. Ha két adott sorrend csak abban
tér el egymastol, hogy az egyes allatfajtak ugyanazokon a helyeken allnak, csak az
oroszlanok egymashoz, valamint a tigrisek egymashoz viszonyitott sorrendje mas,
akkor ezek a sorrendek nem szamitanak kiilonbozonek. Mivel az oroszlanok sor-
rendje 4 - 3 - 2 - 1 =24-féle lehet, a tigriseké pedig 2-féle, igy az el6z0 feladat meg-

oldasaban latottak szerint a néz6 szempontjabol 234(2) =105-féle sorrend alakul-

hat ki.
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965.

966.

967.

968.

969.

970.

971.

972.

Ha a csak parok helyzetét figyeljiik (azaz egy part egy ,,objektumként” kezeliink),
akkor ezt figyelembe véve a lehetséges, kiilonbozo iilésrendek szama: (4 — 1)! = 6.
Minden paron beliil kétféle sorrend lehetséges (a férj a feleség jobbjan és baljan is
iilhet). Azaz a lehetséges, kiilonbozd iilésrendek szama: 6 - 2* = 96.

Az el6z6 két feladat megoldasaban szerepld gondolatmenetet alkalmazva:
!
——— =1680.
21.31.21.1!
Azaz 1680 kiilonboz6 sorrendben fizethetiink az érmékkel.

Az els6 kockan 6 szam lehet, a masodikon 5 szam ¢€s igy tovabb, ezért az elsé fel-
adatban latott elvet alkalmazva a valasz: 6 - 5 - ... - 2 - | = 6! =720.

A 3 szin eloszlasa az alabbi modokon lehetséges, ha a sorrendjiiket nem vessziik fi-
gyelembe (a harmasok az egyes szinezésekben szerepld piros, fehér és kék darabok
szamat jelentik):

(3,0,0); (0,3,0); (0,0,3); ( 2,1,0); (2,0,1); (0,1,2); (0,2,1); (1,2,0); (1,0,2); (1,1,1).
Az els6 harom harmas nem megfeleld, ugyanis a szinezést egyetlen szinnel nem
tudjuk Gigy megoldani, hogy a szomszédos darabok kiilonbozéek legyenek. A tobbi
7 lehet6ség mindegyike megoldhato.

A paratlan, 5-tel oszthatd egész szamok végzddése csak 5 lehet. Azaz az egyesek
helyiértékén otosnek kell allnia. A szam maradék 3 jegyét a négy lehet6ségbol

(3} =4 kiilonb6z6 mddon valaszthatjuk ki, majd minden esetben 3! = 6 kiilonboz6

sorrend lehetséges. Igy a képezhetd, megfelelé négyjegyii szamok szama: 4 - 6 = 24.

Az aranyérmet megnyerd embert nyolcféleképpen, majd az eziistérmest minden
esetben hétféleképpen, végiil a bronzot nyerd versenyzot hatféleképpen valaszthat-
juk meg. Igy a lehetséges hiradasok szama: 8 - 7 - 6 = 336.

Egyvalaki fog 2-t kapni az érmék koziil, a tobbiek 1-et. Ezek alapjan 3 kiilonb6z6
szétosztas lehetséges aszerint, hogy ki kap a 2 eurét.

Mindenki 3 kiilénb6z6 szavazatot adhat le, azaz sszesen 3% ~ 8,473 - 10" kiilén-
b6z6 szavazas lehetséges.
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973.

974.

975.

976.

9717.

978.

A bal felsé negyedbe kertild képet 10, majd ezutan a jobb felsd negyedbe keriil6t
9, a bal alsoba teenddt 8 ¢s végiil a jobb alsoban elhelyezenddt 7 kiilonbozé modon
valaszthatjuk meg, azaz a lehetséges lapok szama: 10 - 9 - 8 - 7= 5040.

Masként is szamolhattunk volna:

10
A 4 felhasznalando képet [4 ] =210 kiilonb6z6 mdédon valaszthatjuk ki, majd
ezeket 4! — 24 mddon rakhatjuk sorba, ami alapjan 210 - 24 = 5040 kiilonb6z6 lap-
terv készithetd.
. 5
A 3 felhasznaland¢ szin kivalasztasa 3 =10 kiilonboz6 mddon lehetséges. A do-
minancia sorrend ezek utan 3! = 6-féleképpen allithato fel. Azaz a haz 10 - 6 =60
kiilonbdz6 modon festhetd ki.
. : . 30
El6szor kivalasztjuk a 30 emberbdl azt a 6-ot, aki az elsé szobaba keriil, ezt 6 I
féle modon tehetjiik meg. Ezutan a maradék 24 emberbdl kivalasztjuk azt a 6-ot, aki
24
a masodik szobaba keriil, ezt ( 6 J— féle modon tehetjiik meg. Ezt a gondolatmenetet

folytatva, kihasznalva, hogy az egyes szobak beosztasai egymastol fiiggetlenek, az
Osszes lehetséges beosztasok szama:

(360)(2:].[1:].[162)(2] :% ~1,371-10"

Az el6z6 feladat megoldasaban latott gondolatmenetet alkalmazhatjuk. Az dsszes
lehetséges iiltetések szama:

20 (16) (12) (8) (4 N
4 4 4l la)la)™ 3,055-10".
Az 52 lapbdl 5-6t s |7 2598 960 kiilonb6z6 modon valaszthatunk ki.

32
Azelsé embernek 32 lapbol valasztunk 5-6t, ezt (5 ) =201376 modon tehetjiik meg.

27
Ezutan a masodik embernek 27 lapbdl valasztunk 5-6t, amit ( j: 80 730-f¢le-
képpen tehetiink meg. >
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979.

980.

981.

982.

983.

22
A harmadik embernek a maradék 22 lapbol adunk 5-6t, ez [5 j =26 334 kiilonbo-

26 modon kovetkezhet be. Igy a lehetséges osztasok szama:
201376 - 80 730 - 26 334 ~ 4,281 - 10",

Az elnokot 20-féleképpen valaszthatjak ki, majd a titkart a tobbi tag koziil
19
(2 j =171 kiilonboz6 modon valaszthatjak meg.

Azaz a lehetséges vezetoségek szama: 20 - 171 = 3420.

Az egyes csoportokban a szétosztasi lehetdségek szama rendre:
35\ (30 (27) (20) (8
1))\ )7 )5)

35) (30) (27) (20) (8 .
Azaz a lehetséges szétosztasok szama: ‘ : . . ~1,641-107.
13) \11) (9 7 5

A szam paritasa csak az egyesek helyiértékén all6 szam paritasatol fiigg. Elég csak
ezt vizsgalnunk. Ez akkor lesz paros, ha a két kockéaval dobott szam dsszege paros. Ez
lehet: 2, 4, 6, 8, 10, 12. Az egyes esetek rendre 1, 3, 5, 5, 3, 1 esetben fordulnak el
2=1+1;4=1+3;4=2+2; 4=3+1 stb.). Azaz a lehetdségek szdma a paros
esetben: 1 +3+5+5+3+1=18.

A paratlan esetben a megfeleld 0sszegek: 3, 5, 7, 9, 11. Az egyes esetek itt 2, 4,
6, 4, 2 esetben fordulnak elé. Azaz a lehetdségek szdma a paratlan esetben is:
2+4+6+4+2=18.

Azaz a két esemény bekovetkezésének esélye egyenld.

Az A jatékos akkor nyer, ha az 6sszeg: 4, 7 vagy 10, a B jatékos akkor nyer, ha az
Osszeg: 2,5,8,11. A4, 7, 10 6sszeg rendre 3, 6, 3 esetben, a 2, 5, 8, 11 0sszeg rend-
re: 1,4, 5, 2 esetben johet 1étre.

Azaz az A nyerhet3 + 6 +3 =12, miga B szintén 1 +4 + 5 + 2 = 12 esetben. Tehat
a jatek igazsagos, mindkét jatékosnak ugyanakkora az esélye a gydzelemre.

A feladatok elvégzésére 4 nap all rendelkezésiinkre (hétfo, kedd, szerda, csiitortok).
4
Ebbdl a 4 napbdl valasztjuk ki a 3 feladatra szant napot. Ezt [3] =4 kiilonbozd

modon tehetjilk meg. Ezutan a kivalasztott napokra be kell osztanunk, hogy melyik
feladatot akarjuk aznap elvégezni. Ezt 3! = 6 mddon tehetjiik meg (sorba raktuk a
feladatokat). Ebbol kdvetkezéen dsszesen 4 - 6 = 24 kiilonb6z6 modon oszthatjuk
be az idonket.
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984.

985.

986.

987.

988.

989.

5) (5) (5
Mindhéarom szinbdl 3-at huzunk, ez pedig ( J ( j [ ] =1000 kiilonbdzé mddon
lehetséges. 3)3) 3

15
Azels6 csapatot kivalaszthatjuk (6 j =5005 kiilonbozé modon. A masodik csapatot

9
a maradék 9 emberbdl valaszthatjuk [J =84 kiilonb6z6 modon. Azaz a két csa-

patot 00584 =210 210 kiilonbdz6 modon valaszthatjuk ki, ahol azért kell 2-vel

osztani a szorzatot, mert minden csapat kett6s kivalasztasat duplan szamoltunk a
fenti szorzatban.
8

4
A birot 9 mdédon valaszthatjuk meg. A tobbieket —— =35 moddon oszthatjuk két

8
csapatba, ugyanis az 1. csapatba [ ] kiilonbdz6 modon valaszthatjuk be az em-

4

bereket, de igy minden kettéosztast pontosan kétszer szamolunk. Azaz a két csapat
létrehozésa 9 - 35 = 315 kiilonb6z6 mdédon Iehetséges.

20 15 10
Az els0 csapatot [5 J =15 504, amasodikat [5 j =3003, a harmadikat (5 j =252

modon valaszthatjuk meg, igy az utols6 csapat mar egyértelmiien meghatarozott.
Minden egyes csapatokra bontast 4! = 24-szer szamoltunk, a kivalasztott csapatok
sorrendje ugyanis nem szamit. Azaz ha a csapatok kdzt nincs kitiintetett csapat, a

lehetséges kiilonb6zo szétosztasok szama: W =488 864 376.

A 4 eurdt az alabbi harom osszetételben fizethetjiik ki: 4 db 1 eurossal, 2 db egy

eurossal és egy 2 eurdssal, 2 db 2 eurds érmével.

Az elsé és a harmadik esetben a megkiilonboztethetd lehetdségek szama mindkét

esetben 1. A masodik Osszetétel esetén a megkiilonboztethetd sorrendek szama:
3! . .

EYRT! =3 (az alapjan kiilonboztetjiik meg 6ket, hogy hanyadikként dobjuk a kéteu-

ros érmét).

Azaz a megkiilonboztethetd lehetdségek szama: 1 +3 +1=35.

A 6 euro kifizetése négy kiilonbozo osszetételben lehetséges: 6 db 1 eurds érmével,
4.db 1 eurds és 1 db 2 eurds érmével, 2 db 1 eurds és 2 db 2 eurds érmével vagy 3 db

2 eurods érmével.
=
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990.

991.

992.

993.

994.

Az elso és az utolso esetben a megkiilonboztethetd sorrendek szama 1.

411!
kiilonboztetve dket aszerint, hogy a 2 eurds érmét hanyadikként dobjuk be.

A 2. esetben az 6t érmét =5 kiilonbozé sorrendben dobhatjuk a gépbe, meg-

A 3. esetben a 4 érme lehetséges sorrendjei hasonloképp szamolhatok: ﬁ =0.

Azaz a megkiilonboztethetd lehetdségek szama: 1 +5+ 6+ 1=13.

A feltételeknek megfeleld haromszogek oldalhosszusag-harmasai a kovetkezd har-
masok kozil kertilhetnek ki: (1,2,6); (1,3,5); (2,3,4).

A haromszog-egyenl6tlenséget koziiliik csak a harmadik harmas teljesiti, mely eset-
ben a lehetséges szinezések szama 3! = 6.

A feltételeknek megfeleld haromszogek oldalhosszusag-harmasai a kovetkezd har-
masok koziil kertilhetnek ki: (1,1,5); (1,2,4); (1,3,3); (2,2,3).

A haromszog-egyenldtlenséget csak a 3. és a 4. harmas teljesiti, ezek egyenld szaru
haromszogek. Ekkor az alap szinét 3 kiilonb6z6 modon valaszthatjuk meg, a szarak
a masik két szinre szinezend6k. Azaz ezekben az esetekben a szinezett haromszo-
gek szama 3 (az alap szine szerint megkiilonboztethetd). igy a megfeleld szinezett
haromszogek szama: 3 - 2 =6.

A 10 par sorrendjét az asztal mellett 10! =3 628 800 kiilonb6z6 moédon hataroz-
hatjuk meg. Minden egyes par esetén 2 kiilonb6z6 lehetdség van arra, hogy 6k
hogyan helyezkednek el az asztal két oldalan. igy minden egyes par sorrendje ese-
tén 2'° = 1024 kiilonbozé iilésrend készithetd. Azaz az dsszes megfeleld iilésrend
szama: 10! - 2'°=3 715 891 200.

A négy par legyen (A,a); (B,b); (C,c); (D,d), ahol a nagybetiik a holgy tagot, a kis-
betiik pedig a férfit jelolik. A megfeleld tancrendek:

(Ab); (B.a); (C.); (D) (A); (B.a); (C.d); (Db) (Ad); (Ba; (C.b); (Dsc)
(Ab); (B.o); (C,d); (D,a)  (A); (B.d); (Ca); (D,b) (A,d); (Be); (C.a); (D,b)
(Ab); (B.d); (Caa); (D.e)  (A0); (B,d); (C.b); (D) (A.d); (Bo); (C.b); (D).
Azaz 9 megfelel tancrend készithetd.

Azt, hogy melyik sziilopar melyik satorban alszik, 2 kiilonb6zé modon valaszthat-
juk meg.
Az dtszemélyes satorban fennmarado 3 helyre 2 vagy 3 gyereket kell valasztanunk.

4
Ha 2 gyerek alszik még ott, azt ( j= 6 kiilonboz6 modon valaszthatjuk ki a 4
gyermek koziil. 2
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995.

996.

997.

998.

999.

4
Ha 3 gyerek alszik még ott, azt [3} =4 kiilonboz6 modon valaszthatjuk ki.

Igy a lehetséges éjszakai beosztasok szama: 2 - (6 + 4) = 20.

A kocka éleit a darabolaskor /125 =5 egyenld
részre osztottuk.

Pontosan két festett lapja azoknak a kiskockaknak
lesz, amelyek a nagy kocka élei mentén, nem a
vel 12 ¢le van a kockanak 12 - 3 = 36 darab lesz.
A harom festett lappal azok a kiskockak rendel-
keznek, amelyek a nagy kockaban a csucs pozici-
ojaban voltak. Ilyenbdl 8 darab lesz.

Az egyetlen festett lappal sem rendelkezd koc-
kak az eredeti kocka belsejében helyezkednek el,
ezekbol (5 —2)’ = 27 darab lesz. A fennmaradé kockak mind egyetlen festett lappal
rendelkeznek, bel6liik tehat 125 — (36 + 8 + 27) = 54 darab lesz. Ami ugy is meg-
kaphato, ha végiggondoljuk, hogy a 6 darab lap kozepén elhelyezkedd kiskockak
szama: 6 - 3> = 54,

A 8 kék goly6 kozott 7 hely van, tovabba az elsd, illetve az utolsé golyo is lehet
piros, azaz Osszesen 9 hely kozil kivalasztva azt az 5-6t, ahova piros keriil, meg-
kapjuk a lehetséges lerakasok szdmat. A valasz:

9 !
=L:126.
5) 50-41

n*+n _ n-(n+1) 1
n+1)! (m+D)-n-(n-1)-....2-1 (n=1)

s

A szamlalot szorzatta alakitva, felhasznalva a faktorialis definiciojat:
(n2+n—2)-(n3+n2)_ n+2)-(n=1-n*-(n+1) . n
(n+2)! n+2)-(n+)-n-(n-1)-(n=2)-....2-1 (n=2)!"

Ko6z06s nevezoére hozunk, felhasznaljuk, hogy (n + 1)! —(n + 1) - n!:
n2+2n+l_l_ n*+2n+1-(n+1)-n _on+l 1

(n+D)!  nl (n+1)! (D! al
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1000.

1001.

1002.

A bal oldalon all6 &sszeg tagjai rendre az n elemii halmaz 0, 1, 2, ..., n elemi rész-
halmazainak szamat adjak meg. Azaz az 6sszeg megadja az n elemi halmaz részhal-
mazainak szamat. Ebbol pedig éppen 2" darab van. Ez belathato a kovetkez6képpen:
a halmaz tetszéleges részhalmazat megadhatjuk gy, hogy a halmaz minden egyes
eleméhez 1-et vagy 0-at rendelhetiink aszerint, hogy a megfelel6 elem a szoban forgod
részhalmaznak eleme vagy sem. fgy minden egyes részhalmaz azonosithato egy n
hosszlisagl 0-1 sorozattal és viszont. Ezekbdl a sorozatokbol éppen 2" darab van.

Tekintsiink egy n elemii halmazt, jelolje ezt U! Az azonossag bal oldalan dssze-
szamoljuk azokat az (4, B) halmazparokat, amelyek U részhalmazai és amelyekre
n

Bc A ¢és|d|=k; |B|=1, ugyanis a megfeleld A-t (k

) kiilonb6zé médon, majd

k
ennek a B-vel jelolt / elemil részhalmazat minden esetben [ / j kiilonb6z6 modon
tudjuk kivalasztani.

Az azonossag jobb oldalan ugyanezeket a parokat szamoljuk 0ssze, csak el6szor B-t

n
valasztjuk ki az alaphalmazbol (ezt (l j kiilonbdz6 modon tehetjitk meg), majd ezt

bovitjiik a maradék (n — [) elembdl kivalasztott (k— ) darab elemmel 4 halmazza.

-1
Ezt éppen (7]{2 l] kiilonb6z6 modon tehetjiik meg.

Hasonloéan az el6z6 1001. feladat megoldasahoz tekintsiink egy » elemi halmazt,
jelolje ezt U! Az azonossag bal oldalan a kovetkez6 (4, B, C) halmaz-harmasokat
szamoljuk Ossze:

{(4,B,C):CcBc AcU; |4|=k; |B|=1; |C|=m}.

Valasszuk ki eldszor a megfeleld 4 halmazt, majd annak a megfelelé B részhal-
mazait, és végiil B-nek a megfelelé C részhalmazait! Ezt a kivalasztas-sorozatot

K\ (!
éppen [ZJ .[Z ] { j kiilonboz6 mddon tehetjiik meg. Ha ugyanezeket a halmaz-
m

n
harmasokat ugy szamoljuk 6ssze, hogy kiindulunk a C halmazbol (amit [mj

n—m
modon valaszthatunk meg), majd ezt bovitjiik B-vé (ezt (l ] modon tehet-

jik meg a fennmarad6 n —m elembdl / —m elemet valasztva), és végil B-t A-va

n—1 n—1[
(n - ( e Z)J = (n : kj kiilonboz6 modon bovithetjiik. Azaz a megfeleld tartal-

n n—-m n—1[
mazkodo6 halmazharmasok szadma: : : .
m I-m n—k
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1003.

1004.

100s.

1006.

1007.

1008.

A Pascal-haromszog szimmetridjat kihasznalva az azonossag bal oldalan minden

2
n n n
O0sszeadando atirhato: = . .
i i n—i

Legyenek U és V' n elemt, diszjunkt halmazok! A fentiek alapjan a bal oldali sszeg
egy tagja 0sszeszamolja, hogy hany kiilonb6z6 modon valaszthatunk ki az U-bol i,
¢és ehhez V-bol n — i elemet. Az 6sszeg tehat megadja, hogy hanyféleképpen valaszt-
hatunk ki a két halmazbol egyiittesen n darab elemet. Ezt adja meg a jobb oldal is.

A binomidlis egyiitthatok definicidja alapjan:

n n—1 _n (n=1)! _n (n-1)! _ n! (n
k \k=1) k (k=D!-(n=D)—=(k=1)! k (k=D!-(n—k)! k'(n—-k) \k/

Ugyanannyi van beléliik. 9 - 10* = 90 000 6tjegyii szam van, hiszen balrél az elsé
szamjegy 9-féle lehet, a tobbi négy szamjegy pedig egymastol fiiggetleniil 10-féle.

90 000
Kéziiliik minden 6tddik 5-tel oszthato, igy 90 000 — =72 000 5-tel nem oszt-

hat6 Gtjegyli szam van. Ha az elsd jegy nem 5-0s, akkor 8-féle lehet, ha a masodik
nem 5-0s, akkor 9-féle lehet. Mivel a tobbi jegy 10-féle lehet, ezért az ilyen szamok
szama Osszesen 72 - 1000 = 72 000.

Legyen n a csapatok szama! Mivel minden csapat n — 1 masikkal jatszik, igy a
gy6zelmek szama n(n — 1) — n = n(n — 2), ezért a pontokra nézve felirhato, hogy
3n(n —2) + 2n = 900; n(3n — 4) = 900; ahonnan a 900 oszto6it probalgatva vagy a
3n’ — 4n — 900 = 0 egyenletet megoldva adddik, hogy n = 18. Tehat 18 csapat vett
részt a bajnoksagban.

A binomialis tételt felhasznalva szamoljuk ki (1 — 1)" értékét!

o=ca=1y =" =[] T "
_(—)_0_1. .+2. ._m+(_).n

Ez éppen a bizonyitandd azonossag.

6
A 4 eltalalt szamot a 6 nyer6szam koziil [ J—féle moédon valaszthatjuk ki. A tovabbi

2 szam a 39 nem nyerd szambol keriil kivalasztasra, ezt [ ) ]—féle modon tehetjiik

meg, igy az 0sszes, a feltételnek megfeleld kitdltések szama:

6) (39 . .
. :ﬁ.wzuns_
4) 2 2 2



10. Grafok - megoldasok

10.1. Grafelmélet

1009.

1010.

1011.

1012.

1013.

A feladatban szerepld tarsasag ismeretségi grafja (a pontok 1
jelolik a tarsasag tagjait és éllel kotjiik dssze azokat, akik
ismerik egymast):

1
A feladatban szerepl6 tarsasag ismeretségi grafja (a pon- 5
tok jelolik a tarsasag tagjait és ¢llel kotjiik 0ssze azokat,
akik ismerik egymast): 1

3
3 . 3 )
) 2 4
2
5 : 5
] 1
1
Mivel minden pont 9 masikkal lesz 6sszekotve, tovabba egy 6sszekoto szakasz egy-

. 10-9
szerre két ponthoz tartozik, ezért az 6sszekotd szakaszok szama: BN =45.

A valasz igen:

Kossiik korbe a gépeket az alabbi abra szerint:
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1014. Mivel egy adott ismeretség egyszerre két emberhez tartozik,

. . , , 7-2
ezért az ismeretségek szama: T 7.

1015. Nem. Ha 6sszeadjuk a valaszokban szereplé szamokat, akkor a tarsasagban 1évo
ismeretségek szamanak kétszerese kellene hogy adddjon, hiszen egy adott ismeret-
ség egyszerre két emberhez tartozik. Mivel az dsszeg 25, ami paratlan, ezért ezek a
valaszok nem lehetségesek.

1016. A harom kiilonb6z0 graf: [/\ t R
[ ]

1017. 25 cstcesu grafok koziil a minimalis 0sszefiiggd grafok 24 ¢t tartalmazo fak, azaz
a 23 kabel biztosan nem lesz elegendd.

1018. Nem lehetséges. A fokszamok lehetnek: 0, 1, 2, 3, 4. Azaz ha minden fokszam kii-
16nb6z6, akkor mindegyiknek el kell fordulnia. A 0 foku cstcs izolalt csucs lenne,
ami nem fordulhat eld, ugyanis az egyik csucs foka 4, ami azt jelenti, hogy az 6sszes
tobbi csticesal 6ssze van kotve.

1019. Nem lehetséges. A fokszamok lehetnek: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Azaz ha minden fokszam
kiilonb6z6, akkor mindegyiknek eld kell fordulnia. A 0 foku cstcs izolalt cstics
lenne, ami nem fordulhat eld, ugyanis az egyik csucs foka 6, ami azt jelenti, hogy
az Osszes tobbi csuccsal dssze van kdtve.

1020. Nem, mivel az, aki 5 emberrel fogott kezet mindenkivel kezet, fogott, igy nem lehet
a tarsasagban olyan ember, aki senkivel sem fogott kezet.

1021. Nem, mivel az a két ember, aki 5 emberrel fogott kezet, mindenkivel kezet fogott,
igy nem lehet a tarsasagban olyan ember, aki pontosan egyszer fogott kezet.
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1022.

1023.

1024.

1025.

C

Az A és az E csucsok.

Alanyok altal felirt szamok dsszegének egyenlonek kell lennie a fiak altal felirt sza-
mok 6sszegével (hiszen minden tanc pontosan 1-1 lanynal, illetve fiinal szerepel).
Ebbdl kovetkezik, hogy a cédulakra irt szamok 6sszegének parosnak kell lenni, ami
esetlinkben nem teljestil, igy a feladat kérdésére a valasz: nem.

A négy gép egy graf négy csucsa, mely grafban az élek az dsszekotd kabeleknek
felelnek meg. Négycsucst egyszerti graf harom éllel csak ugy lehet 6sszefliggd, ha
a graf fa. Az izomorfiatol eltekintve két megfeleld fa 1étezik a négy csucson:

B

Az elsé esetben a tavolsagok:
d(A4,B)=1;d(A,C)=2;d(A4,D)=3; d(B,C)=1;d(B,D)=2;d(C,D)=1,

10 5
ezek atlaga —=—.
6 3

A masodik esetben a tavolsagok:

d(4,B)=1,d(A4,C)=1,d(A4,D)=1;d(B,C)=2; d(B,D)=2; d(C,D)=2,
melyek atlaga 5 = 5 »azaza masodik esetben az atlagos tavolsag kisebb, tehat csil-
lag alakban kell a gépeket 6sszekotni.

5
2
lalkozason legalabb 190 kiilonbozé parnak kellett lennie, mivel semelyik par sem

5 kiilonboz6 gyerekbdl [ j =10 par valaszthato ki, ami azt jelenti, hogy a 19 fog-
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)

n -1
szerepelhet kétszer. Mivel n kiilonb6z6 tanulobol (2] = n(n2 par alkothato, igy

n (n - 1) > 380-nak kell teljesiilni, ahonnan n > 20.

1026. Igen, példaul az alabbi uthalozat esetén:

1027. Minden pillanathoz tartozik egy graf, melynek csucsai a csapatok, és koziiliik azok
vannak ¢éllel &sszekotve, mely csapatok az adott pillanatig mar jatszottak egymas-
sal. A graf minden fokszdma a 0, 1, 2, ..., 15 szamok koziil keriil ki, azaz 16-féle
fokszamunk van. A skatulyaelv alapjan ez azt jelenti, hogy vagy minden csucs kii-
16nb6z6 fokszamu, azaz minden fokszam pontosan egyszer fordul el6, vagy van két
azonos foku csucs. Az elso lehetdség nem allhat fenn, akkor ugyanis lenne egy izo-
lalt csucs a grafban, és egy olyan csucs is, ami az 0sszes csticcsal Ossze van kotve,
ami nyilvan lehetetlen. Azaz van két azonos foku cstcs, tehat van két olyan csapat,
akik addig azonos szamu mérkdzést jatszottak le.

1028.

1029. A csapatoknak megfelel egy graf 10 cstcsa, a lejatszott mérkdzéseknek pedig az
azt jatszo csapatokat 0sszekotd €lek. A feladat szerint 11 éle van a grafnak, azaz
a fokszamok Osszege 22. Ha minden cstcs fokszama legfeljebb 2 lenne, akkor ez
nem teljesiilhetne, azaz legalabb egy csucsnak legalabb 3 a fokszdma, ami éppen azt
jelenti, hogy mar legalabb 3 meccsen van tul a megfeleld csapat.

1030. A csapatoknak megfelel egy graf 16 cstcsa, a lejatszott mérkézéseknek pedig az
azt jatszd csapatokat 0sszekotd €lek. A feladat szerint 35 éle van a grafnak, azaz
a fokszamok 0sszege 70. Ha minden cstcs fokszama legfeljebb 4 lenne, akkor ez
nem teljesiilhetne, azaz legalabb egy csticsnak legalabb 5 a fokszama, ami éppen azt
jelenti, hogy mar legalabb 5 meccsen van tul a megfeleld csapat.
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1031.

1032.

1033.

1034.

103s.

1036.

A bizonyitas az el6z6 feladat megoldasahoz hasonlo. A graf éleinek szama 50, azaz
a fokszamok 6sszege 100, ami nem teljesiilhetne, ha minden csucs fokszama legfel-
jebb 6 lenne.

Szinezziik feketére és fehérre a mezdket (sakktablaszertien)! A 49 mez6bdl legyen
24 fehér és 25 fekete! A sipsz6 utan minden bab a jelenlegi szinétdl eltérd szini
mezore kell hogy 1épjen. Ez nyilvan nem lehetséges ugy, hogy minden mezén egy
bab alljon, mivel a fekete mez6kbdl eggyel tobb van.

Bontsuk 2 - 2-es négyzetekre a tablat! Egy ilyen négyzetben ,.korbe” mehetnek a
béabok, azaz ciklikusan mozdulnak. igy elérhet6, hogy a sipszo utan is minden me-
zOn pontosan egy bab alljon.

Péter 28 osztalytarsa koziil valamelyiknek O, 1, ..., 28 baratja lehet az osztalyban, és
mivel a 0 és a 28 egyszerre nem szerepelhet, igy az osztalytarsak baratainak a szama
kétféleképpen alakulhat: 0, 1,2, ...,27 wvagy 1,2, ...,28.

Akinek a legtdbb baratja van, az baratkozik Péterrel, akinek a legkevesebb, az nem.
Akinek a ,,masodik legtobb” baratja van, az baratkozik Péterrel, akinek a ,,masodik
legkevesebb” az nem. Ezt a gondolatmenetet folytatva az osztalytarsak 14 parba
sorolhatoak, és adodik, hogy Péternek 14 baratja van az osztalytarsai kozott.

Indirekt modon bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy a 8 forduldé utdn barmely harom
csapat kozott volt legalabb egy mérkdzés! Szemeljiink ki egy csapatot, és jeldljiik
A-val! Az A 8 masik csapattal jatszott, igy 9-cel nem. A 9 csapat koziil barmely
kettonek jatszania kellett egymassal feltevésiink szerint. Ez azt jelenti, hogy a 8 for-
dul6 mérkdzéseit egymas kozt jatszottak le, ami nyilvanvald ellentmondas, hiszen
paratlan sok csapat kozott mar egyetlen fordulé sem bonyolithato le.

Mivel dontetlen nincs, ezért minden paros meccsen 2 jatékos nyer, €s 2 veszit. Je-
16]jiink minden jatékost a nevének a kezddbetiijével! Az egy jatékos altal lejatszott
meccsek szama 12, ugyanis pl. az A-B par 3 meccset jatszik (C-D, C-E, D-E ellen),
de B helyén 4 jatékos lehet, ezért A meccseinek szama 12. Ebbdl nyomban adddik,
hogy A az 6sszes meccsét elvesztette. A tobbi 4 jatékos A ellen fejenként hatszor
jatszott, ugyanis pl. A-B ellen C jatszott a C-D, illetve C-E parosokban, de B helyén
D, illetve E is allhat, ami 6sszesen 3 - 2 meccs. Ezek szerint az 4-t tartalmazd parok
ellen a masik 4 jatékos mindegyike 6 gy6zelmet aratott. igy amikor B nem 4 ellen
jatszott, és nem A4-val volt, akkor veszitett. Ilyen meccsbdl dsszesen 3 volt:
B-C < D-E; B-D <> C-E; B-E <> C-D.
Ezeken a meccseken C, D és E mindegyike 2 gydzelmet aratott, igy fejenként 8
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1037.

1038.

1039.

1040.

1041.

gy6zelmiik van és 4 vereségiik, melyek koziil harmat 4-val, egyet pedig B-vel par-
ban jatszva szenvedtek el. Tehat Dezs6 0sszesen 8 gy6zelmet aratott.

a) Az e egyenesen kijelolt valamely pontot az f egyenesen kijeldlt 3 pont barmelyiké-
vel 0sszekdthetjiik, ezért 6sszesen 4 - 3 = 12 egyenest hataroznak meg a pontok.
b) Biztos, hogy a haromszdgnek pontosan 2 cslicsa van az egyik egyenesen, és 1 a

masikon. Az olyan haromszogek szama, melyeknek 2 csticsa az e egyenesen van:

-3=18. Az olyan haromszogek szama, melyeknek 2 csticsa az f'egyenesen
van: (ZJ -4 =12, ezért az dsszes haromszdgek szama 30.

Az allitas igaz. Legyen ugyanis v a graf egy tetszOleges cslicsa, ¢s tekintsiik a v-bol
indul6 leghosszabb utat! Ezen 1t v-t6l kiilonb6z6 végpontjabol indul még ¢l, ami
nincs benne az Gtban. Ennek az élnek kort kell bezarnia, ugyanis ellenkezd esetben
folytathato lenne az ut, és nem lenne maximalis.
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1042. Tegyiik fel, hogy n szamu jatékos indult! Mivel egy jatékos n — 1 masikkal jatszott,

-1) . . .
igy az 6sszes mérkdzések szama @ , hiszen minden mérk6zés két jatékoshoz
tartozik. Ez alapjan:
-1
! (n ) =91
2
n’—n-182=0.

Ennek a masodfoku egyenletnek a pozitiv megoldasa n = 14, tehat ennyien indultak
a versenyen.

1043. A graf biztosan nem szinezhetd két szinnel, ugyanis van benne paratlan hosszusagu
kor, melynek cstcsai nyilvan nem szinezhetéek 2 szinnel megfelelden. Azaz leg-
alabb 3 szinre van sziikség (jelolje a szineket a, b, ¢), mely 3 szin elegendd. Az dbra
egy megfeleld szinezést mutat.

1044. A grafban minden kor paros hosszisagu, azaz a graf két szinnel szinezhet6. Egy

megfeleld szinezést mutat az abra (a két szin jele a és b).
b a

1045. Az 1, 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19 szamok szinének kiilonbozni kell, mivel ezek pa-
ronként relativ primek. Azaz legalabb kilenc szinre lesz sziikség. Ennyi szin elég
is, ugyanis ha a fenti szamokat kiszinezziik a kilenc szinnel, majd a tobbi egészet
primtényezdk szorzatara bontva mindegyik szamot az egyik primtényezdjének az
elébb definialt szinére szinezziik, akkor megfeleld szinezést kapunk. Példaul:
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Szam 1 213|415 6 | 7181|910
Szinsorszama | 1. | 2. | 3. | 2. | 4. | 2. | 5. ] 2. | 3. | 2.

Szam 11 /121314151617 |18 |19 |20
Szinsorszama | 6. | 2. | 7. | 2. | 3. | 2. | 8& | 2. 9. | 2.

1046.

1047.

1048.

1049.

Mivel a grafban van negyed foku cstcs, ezért legalabb 4 szinre van sziikség (az egy
csticsba befutod élek szinének kiilonboznie kell). Négy szin elegendd, ahogy az abra
mutatja:

A ndk altal felirt szdmok 6sszegének egyenldnek kell lennie a férfiak altal felirt sza-
mok dsszegével (hiszen minden tanc pontosan 1-1 nénél, illetve férfinal szerepel).
Mivel a ndk esetén az dsszeg 15, a férfiak esetén pedig 14, ezért biztos, hogy valaki
tévedett.

A ndk altal felirt szdmok 6sszegének egyenldnek kell lennie a férfiak altal felirt sza-
mok dsszegével (hiszen minden tanc pontosan 1-1 nénél, illetve férfinal szerepel).
Az egyik nem esetén ez az dsszeg 3-mal oszthato lesz, mig a masik nemnél az 6sz-
szeg 3-as maradéka | lesz, tehat a két 6sszeg nem lehet egyenld, ezért biztos, hogy
valaki tévedett.

Igen. Legyenek a nék 4, B, C, a férfiak pedig D, E betlivel jeldlve és tekintsiik az
alabbi grafot!
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1050.

1051.

1052.

K NK)

Az uthalozat szemléltethetd egy iranyitott graffal. Legyen a ,,kozponti telepiilés” az
a teleptilés, amibdl a legtobb kivezetd él indul (jelolje K a megfeleld cstcsot)! Be-
bizonyitjuk, hogy ez megfeleld. Jelolje M(K) a K-bol kozvetleniil elérhetd csucsok
halmazat! Tekintsiik azokat a telepiiléseket (ha van ilyen, egyébként a K megfeleld
,.ko0zponti telepiilés”-nek), amiket nem tudunk kozvetleniil elérni! Megmutatjuk,
hogy ezek is elérhetéek a kdzvetleniil elérhetd telepiilések egyikének érintésével.
Tegyiik fel ugyanis, hogy ez nem lehetséges. Ez azt jelentené, hogy egy ilyen csucs-
boél az 6sszes N(K)-beli cstcsba és K-ba is odafelé iranyitott az él, ami ellentmond
K véalasztasanak, mivel igy ebbdl a csticsbdl legalabb eggyel tobb lenne a kifelé
vezet €1, mint a K-bol kivezetd élek szama. Ez az ellentmondas igazolja az allitast.
(Vegylik észre, hogy azt a feltételt, hogy hatcsucst a graf, nem hasznaltuk fel, azaz
tetszOleges cstucsszam esetén mitkddik a gondolatmenet!)

A csapatokat reprezentaljak egy szabalyos 0tszdg csucsai és az 6tszog kozéppontja!
Az els6 forduloban a parositast a kdvetkezéképpen adjuk meg. A mérkézé paro-
kat az 6tszog egyik oldalanak és az 6tszog azzal parhuzamos atlojanak megfele-
16 élek, tovabba a ,.kimaradd™ csucsot a kdzépponttal 6sszekotd élek adjak. A to-
vabbi fordulokat ugy kapjuk, hogy ezt a parositast a kozéppont koriil elforgatjuk
k-72°-kal az 6ramutatd jarasaval megegyez6 iranyban (k = 1,2,3,4). Igy nyilvan
egy a feltételeknek megfeleld bajnoksagot kapunk.

N IR R

Az ¢l6z6 feladat megoldasat modositsuk tigy, hogy a csapatok legyenek egy sza-
balyos 15 szdg cstcsai és a sokszdg kozéppontja! Az elsé forduloban a mérk6zo
parokat egy rogzitett oldalnak és az azzal parhuzamos atloknak, tovabba a kimarado
csticsot a kozépponttal 6sszekotd élnek megfeleld elek adjak. Ezt a kozéppont koriil
forgatva k-24°-kal (k=1,2,3,...,14) kapjuk a t6bbi fordulot.
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1053.

1054.

Vizsgaljuk az egyik csucsat (4) a grafnak! Beldle 5 €l indul, azaz valamelyik szin-
bél legalabb harom. Tegyiik fel, hogy ezek piros élek, az A-t6l kiillonbozd végpont-
jaik legyenek B, C, D! Ha ezen harom cstcs kozt halado barmelyik ¢l piros, akkor
az A-val egylitt 6k piros haromszoget alkotnak. Ha mind kék, akkor 6k egyiitt kék
haromszdget hataroznak meg.

Vizsgaljuk az egyik cstucsat (4) a grafnak! Beldle 16 ¢l indul ki, azaz a skatulyaelv
alapjan valamelyik szinbdl legalabb 6 ¢l lesz. Legyen ez a piros szin, ezen élek A-tol
ktilonbozo csticsai legyenek B, C, D, E, F, G! Ezen hat csucs kozt ha halad piros ¢él,
akkor az az ¢l az A-val egyiitt egy piros haromszoget hataroz meg. Ha nincs koztiik
piros él, az azt jelenti, hogy a B, C, D, E, F, G csucsok altal feszitett hatcsucst teljes
graf éleit a fennmarad6 két szinnel szinezziik, ahol az el6z6 feladat alapjan biztosan
lesz egyszintl haromszog.



11. Statisztika, valdsziniiségszamitas —- megoldasok

11.1. Statisztika

1055.

1056.

1057.

1058.

1059.

1060.

1061.

1062.

1063.

1064.

257000+204000+187000+165000+112000
A fizetések atlaga hi i 5 i * =185 000 forint.

Az atlagos évi termés 35+42+53221+30+ 17_ 33 tonna volt.

Az étlagos havi fizetés: —0000-3+245000:-9+151000-32 145113 6 forint.
3+9+32

Mivel a januar 31 napos héonap, igy Zoli naponta atlagosan
3-17+8-12+7-9+(31-3-8-7)-0
31

~ 6,77 orat dolgozott.

Ha az utols6 napon x o6rat tanul, akkor a napi atlag:
4.04+5-7+3-2+1-10+x

14

=06, ebbdl x = 33, azaz nem tudja teljesiteni a tervet.

A 27 darab dolgozat érdemjegyeit sorba rendezve a k6zépsé elem a 14. lesz a sor-
ban, ami 3-as. gy a mediéan 3.

A 28 darab dolgozat érdemjegyeit sorba rendezve, a két kdzépso elem a 14. és a 15.
Ezek egyike 2-es, a masik egy 3-as dolgozat. Azaz a median a kettd atlaga: 2,5.

A moédusz a maximalis gyakorisagl elem, azaz a 17.

A modusz a maximalis gyakorisagu elem/elemek, azaz jelen esetben a moduszok
halmaza a {2,7} halmaz.

A médusz a maximalis gyakorisagu elem/elemek, azaz jelen esetben a méduszok
halmaza a {5, 6, 9} halmaz.
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1065. Az adatok atlaga: X =4,5. A szérasdefinicid szerint:

n

2 —%)?

i=l1

=\/2-(2—4,5)2 +(4-4,57 +3-(5-4,5 +(6-4,5) +(7-4,5 _

n 8

=1,658.

1066. o =14,11 cm.

1067. o =14,33 kg.

1068. 6 =1/0,2-(4—6,7)* +0,3-(6-6,7)* +0,45-(8—6,7)* +0,05- (10— 6,7)> = 1,71 éra.

1069.
o=
= \/0,1~(110—165,5)2 +0,15-(130-165,5)* +0,2- (160 -165,5)* +0,35- (180 -165,5)> +0,2-(200-165,5)> =
=28,54 cm.

1070. Olyan adathalmaz kell, ahol az adatok atlagtol (azaz a 4-t6l) valo eltérések a négy-
zetdsszege 8, ilyen adathalmaz példaul: 2, 4, 4, 6.

1071. Egy megfelel6 adathalmaz példaul: 6, 9, 9, 10, 10, 10, 11, 11, 14.

1072. Egy megfelel6 adathalmaz példaul: 0, 0, 5, 10, 15.

1073. 400

372

350

300

255
250 ]

6

200

150 143

100

0 T T T T

1 2 3 4 5
érdemjegy
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1074. Diagramunk vizszintes tengelyén az autok ¢életkoranak (években) fels6 egészrészét
abrazoljuk. (x fels6 egészrésze a nala nem kisebb legkisebb egész szam)

450 420
400 —
350 340 350 |
300
250 220
200 - —
150 - —
100 —

50 —

0 T T T T
0 1 2 3 4 5

250

ezer darab

kor

. . . . 112
1075. A piacvezetd cég birtokolja a piac %-ad részét, azaz 31,11% a részesedésiik.

1076. A kozépponti szogekre x—12°+x+x+12°=360° = x =120°, azaz a kozéppon-
ti szogek rendre 108°; 120°, 132°;, igy a két nagyobb cég egyiittes részesedése:
120°+132°

=0,7, azaz 70%.
360°

1077. Az egyes évfolyamokhoz tartoz6 kdrcikkek kdzépponti szogei:

210
1. évfolyam: -360°=92,2°.
210+232+195+183

232
2. évfolyam: -360°=101,85°,
210+232+195+183

195
3. évfolyam: -360° =285,61°.
210+232+195+183
, 183 o R
4. évfolyam: -360° =80,34°,
2104+232+195+183

Azaz a kordiagram:
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Evfolyamok létszama

4 1

1078. Az osztalylétszam 36. Igy az egyes korcikkek kozépponti szogei rendre:
8

—-360°=280°; i-360" =50°; 2-360O =120°; 1-360" =70°; i~360° =40°,
36 36 36 36 36
A kordiagram:

Dolgozatok érdemjegyei
5

1079. Az atlag definicioja miatt a fitk magassagainak 6sszege 170-10=1700 cm, a 1a-
nyok magassagainak 0sszege pedig 16020 =3200 cm, igy a tanuldk atlagmagas-

ga: % =163,3 cm.

1080. Az atlag definicidoja miatt a jatékosok életkoranak Osszege a kiallitas elott
7-22 =154 év, a kiallitast kdvetden pedig 6-21=126 év. A kiallitott jatékos ezért
154 —126 =28 éves.

1081. A gyerekek magassaganak Osszege az els6 esetben 30-147 =4410 cm, a masodik
esetben pedig 30-147,5=4425 cm. Az eltérés abbol szarmazik, hogy Béla 15 cm-

rel magasabb Andrasnal.



[

11. STATISZTIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS — MEGOLDASOK ]

1082.

1083.

1084.

1085.

1086.

Jelolje x a tanarndk szamat, y pedig a tanar urak szamat! Ekkor életkoruk dsszege
35x+50y =40. Innen

x+y
35x+50y =40x +40y, amibdl 10y = 5x; ezért x: y=2:1.

35x, illetve 50y, ezért a testiilet atlagéletkora:

Tegyiik fel, hogy x a gyerekek szama. Ekkor a csaladtagok ¢letkoranak osszegére:
20(x+2)=16(x+1)+44. Ennek megoldasa: x =5, tehat 5 gyerek van a csalad-
ban.

Jelolje x az 5-0s, y a 4-es, z a 3-as, v pedig a 2-es dolgozatok szamat! Az osztalyzatok

Osszege az atlag és az osztalylétszam szorzata, igy Sx+4y +3z+2v=24-3,25="8.

Mivel x+y+z+v =24, ezért 3x+2y+z=30.

a)Hapl. x=z=0¢s y =15, v=9, akkor minden &sszefliggés teljesiil, tehat lehet-
séges, hogy nem sziiletett jeles dolgozat.

b) Az utolso6 egyenletbdl vilagos, hogy x értéke legfeljebb 10 lehet. Ez meg is valo-
sul, ha y =z=0 és v=14. Tehat legfeljebb 10 jeles dolgozat lehetett.

a) Jeldlje x az 5-0s, y pedig a 4-es osztalyzatok szamat! Ekkor 4x darab 3-as és 2y
darab 2-es dolgozatot irtak a didkok. A jegyek Osszege az dtlag definicidja miatt
254,96 = 74. Igy felirhat6 az alabbi egyenlet: Sx+4y +12x+4y = 74.
Innen17x+8y =74. Az x lehetséges értékei: 0, 1, 2, 3, 4. Mivel az ismeretlenek
pozitiv egészek, ezért ezeket behelyettesitve azt kapjuk, hogy csakis x =2 felel
meg, ekkor y =5. Tehat 2 darab 5-6s, 5 darab 4-es, 8 darab 3-as és 10 darab 2-es
osztalyzat sziiletett.

b) A legtobb dolgozat 2-es lett, ezért a médusz (a mintdban szereplé maximalis
gyakorisagu adat) értéke 2.

¢) A nagysag szerint sorba rakott adatok k6zott a nagysag szerint kozépso a 3, igy
ennyi a minta medianja.

Mivel a fizikabol ismert, hogy 7 = 2 , ahol s az it, v az allagsebesség és ¢ az eltelt
v

id0, ezért, ha v az autos altal elérheté maximalis atlagsebesség, akkor

4 1

s —S —S

S_5 .5

v 90 50

12 1 _ 29

v 225 250 2250’

p=220 _ 517 976 kM
29 29 h
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1087.

1088.

1089.

1090.

Jelolje az A osztalyba jaro fiuk, illetve lanyok szamat x, illetve y, a B osztalyba jaro
fiuk és lanyok szamat pedig z és v! A feladat szovege és az atlagszamitas képlete
alapjan az alabbi egyenletek irhatok fel:
4 4
0,5x+45y —1
x+y
35,5z+38v
zZ4+v
40,5x+35,5z

X+z

) . 45y +38y )
A feladat kérdése az, hogy mennyi a Ty hanyados értéke.
y+v

37

=39,5

A felirt egyenletekbdl rendezés utan az alabbi osszefliggések adodnak:
3y=1,5x, ebb6l y=0,5x;

v=15z;
x=4z.
) 45y +38v  45.0,5-4z+38-1,5z 147z
Behelyettesitve: iy = 0.5.42 1157 = 3s- =42.

Tehat a két osztalyba jard dsszes lanyra vonatkozo atlagpontszam 42.

a) Osszeadva a napi adatokat: 1984,

b) Az 4tlag: % ~283.

558
¢) Szombaton ¢és vasarnap Osszesen 558 baleset tortént, ami Tosa 100 = 28%.

. 86+82+73+65+68+70+72
a) Az atlag: - ~74 cm.
b) A terjedelem: 86—65=21 cm.
¢) A median: 72 cm.

d) Hétfon, kedden, szerdan és vasarnap.

5+54+124+6+7+8+40+23
a) Az atlag: g =13,25.

b) Az atlagtol valo atlagos abszolt eltérés:

|5—13,25)+|5-13,25+[12 -13,25|+|6 - 13,25] + |7~ 13,25/ +[8 —13,25] + |40 - 13,25 +[23-13,25 _

8

=9,125.
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5454124647 4+8+40423
1091. a) Az tlag: > =" +8 FOFAE S 13,05,

b) Az atlagtol vett atlagos négyzetes eltérés:

(5-13,25)" +(5-13,25)" +(12-13,25)" +(6-13,25)" +(7-13,25)" +(8~13,25) +(40-13,25)" +(23-13,25)
8

2

~133,44.

1092. a) Az atlagos ar: 12001100+ 14500 +1400+1500 =1320 forint.

1500-1200
b) Az arndvekedés: D00 100 =25%-os.

1500-1100
1100

-100 ~ 36%.

1093. 2) Az atlag: 456+475+470+448g431+402+400+404:435’75 (= 436).

431+448
b) A medidn: ————=439.5.
A szoras:
\/20,252 +39,25° +34,25% +12,25 +4,75° +33,75° +35,75" +31,75° _

8
) 404475 100 = —15%, tehat 15%-o0s a csokkenés.

475

29.

45
1094. a) 6600-—— =825; 825; 1650; 6600~ﬂ=1100; 2200.
360 360

1
b) §'100=12,5%; 12,5%; 25%; é-100z16,67%; 33,33%.
6600
¢) Az atlag: = =1320.

d) Osszesen 6600 + 100 = 6700 szavazé volt, ez a 80%, igy % -100=8375 va-

lasztopolgar €l a telepiilésen.

. 43+48+44+46+45
1095. a) Az atlag: 5 =45,2.

b) Az adatokat nagysag szerint ndvekvo sorrendbe rendezve: 43, 44, 45, 46, 48.
A median a kozépso6 adat, tehat 45.
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¢) A szoras:
\/(43—45,2)2 +(44-45,2) +(45-45,2)" +(46-45,2)" +(48-45,2)’ LT
5 o
1096. 2) Az atlag: 44+70+84+60+66+80+94+56:69’25.

8
b) Nagysag szerint névekvo sorrende rendezve az adatokat: 44, 56, 60, 66, 70, 80,

84, 94. A median az igy felirt adatsor két k6zépsé szamanak szamtani kozepe:
66+70 68

c) A széras:
\/(44—69,25)2 +(70-69,25)° +(84-69,25)" +(60—69,25)° + (66— 69,25)" + (80— 69,25)” + (94— 69,25)° + (56 - 69,25)
8

2

~15,23.
, 56+24+90+75+93+46+68+80+90+96
1097. a) Az atlag: T =718.
b) Nagysag szerint nemcsokkend sorrendbe rendezve az adatokat: 24, 46, 56, 68,
. .. 75+80
75, 80, 90, 90, 93, 96, ezért a median: =171,5.
¢) A szoras:
\/15,82 +47,8* +18,2* +3,2* +21,2* +25,8” +3,8% +8,2% +18,2> + 24,27 ~22.34
10 T

1098. a) A szazalékszamitast elvégezve: A: 900, B: 720, C: 360, D: 1620.

b
) 1800 1620
1600 —
o 1400
§ 1200 -
2 1000 268 —
o
,ﬁ 800 A 720 -
§ 600 - _—
5 360
N 400 4 _—
w
200 + _—
0 ‘ b
A B c D
jeloltek
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1099. a)

tanulok szama

O-_2NWHAUTON®OOO =

nem irt 1 2 3 4 5

osztalyzat
b) Az atlag kiszamitasi képletét alkalmazva, a dolgozat osztalyatlaga:
1-1+6-2+10-3+7-4+4-5
=3,25.
28
A median: 3.
A moédusz: 3.

1100.

gyakorisag
O =2 NWwWdho ON ®©®O©

1 2 3 4 5 6

adobott szam
8 5
b) A relativ gyakorisag definicioja szerint: 1-es: 6" 0,22; 2-es: Ev i 0,14; 3-as:
7 4 6
L 20,19 4oes: —~0,11: 5.5 65 6-05: — = 0,17.
36 ; 4-es 36 ; 5-0s €s 6-0s 36

¢) A modusz: 1.

A median: 3.
1101. a) 8
7
6
o
g 5
S 4 —
o
5 3 —
) I -
1 |:| I | I | I | I | | I | I | I | |
0
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a dobott szamok 6sszege

b) A relativ gyakorisag definicioja szerint:
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1102.

1103.

1104.

2: L:0,03;3: iz(),06;4: izO,ll;S: i:0,08;6: i=0,14;
36 36 36 36 36

7 lz0,19; 8: izO,ll;9: izO,O8; 10: £z0,06; 11: iz0,08;
36 36 36 36 36

12: £z0,06.
36

¢) A modusz: 7.
A median: 7.

a) Legyenek a szamok pl. 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, ekkor a modusz, a medidn és az
atlag is 3.

b) Legyenek a szamok pl. 2, 4, 4, 4, 4, 4, 10, 10, 10, 10, ekkor a median 4, az atlag
pedig 6,2.

c) Legyenek a szdmok pl. 2, 4, 4, 4, 4, 10, 10, 10, 10, 10, ekkor a median 7, az atlag
pedig 6,8.

a)

kamatlab (%)
o
O_2NWARUIONOOO =

2003 ‘ 2004 ‘ 2005 ‘ 2006 ‘ 2007
év
 6+6+8+9+10
' 5
Tehat 7,8% az 5 évre vonatkoz6 atlagos kamatlab.

2-(6-7,8)" +(8-7,8)" +(9-7,8)" +(10-7,8)’

b) Az atlag 7,8.

¢) A szoéras: \/

5 =1,6%.
a) Az atlagos évi novekedés: % =9,8.
b) Az atlagos éves csokkenés: % ~12,4.
2 év 1920 | 1930 | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000

lakossag (f6) | 800 | 900 | 1000 | 800 | 800 | 900 | 700 | 600 | 500
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1105.

1106.

1107.

1100
1000
900
800
700
600
500
400
300
200
100

lakossag (f6)
[ L[] ]]
[ [ [ []]
HEEEEN
[ [ [ []]
L[ ][ ]]

[ [ ][]

1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

év

a) Az osztalyba 14 fiu jar, igy az atlag:
39+2-40+3-41+4-42+2-43+44+45

~41,8.
14
2- 4. 2-40+41
b) Az osztalyba 11 lany jar, igy az atlag: 36437+ 38+11 394240+ ~38,7.
36+37+2-38+5:39+4-40+4-41+4-42+2-43+44+45
c) Az atlag: =40,44.

25
d) A médusz: 39. A median: 40.

) i 4-5+4-4+3-3+3-2+1 52
a) A lanyok jegyeinek atlaga: 15 = 5 ~3,47.
b) A fitk jegyeinek atlaga: 3'S-i_3.4+2.3+2+1=§=§=36

' 10 0 s 7
¢) Az osztalyatlag: 7‘5-’-7.4-’-5.34—4‘2-’-2=§=3,52.
' 25 25

d) Nem igaz, hiszen 2+§=%=@¢2-§:%.

’ 15 5 15 75 25 75

e) A kdzepesnél rosszabb dolgozatok szama 6, igy 19 gyerek irt legalabb 3-ast, ami
a tanulok szamanak 76%-a.

5+4+4+4+2-(2+5+3+3)

a) A stlyozott atlag: ~3,58; ezért Feri 3-as lesz fizi-
kabol. 4+4-2
. L 2:5+3:-4+2-3+2
b) A jegyek szamtani kdzepe: 3 =3,75.
. +4
¢) A modusz: 4. A median: =4.
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4+5+3+5+1,5(4+2+3)+2(3+4+3+4+2)

1108. a) A sulyozott atlag: 17315450
+ -1, + .

~3,38; ezért

Eva 3-ast kap majd év végén.
2-5+4-44+4.3+2-2
12

b) A szamtani kozép: 3,5.
. ., 3+4
¢) A moéduszhalmaz: {4,3}. A median: T =3,5.

1109. a)

yakorisag

i

1 2 3 4 5 6

30
28
26
24
22
20
18
16
14
12
10
8
6
4
2
0

dobott szam

b) A médusz: 6.

11-1415-2+17-3+19-4+10-5+28-6
c) Az atlag: * - i i i =3,86.

100
d) A median: 4.
e) A széras:

\/11~(1—3,86)2+15~(2—3,86)2+17-(3—3,86)2+19~(4—3,86)2+10~(5—3,86)2+28~(6—3,86)2 ~
100 -
=1,72.

3-72+4-76+120+ 200+ 480
1110. a) Az atlag: i +10 AL =132 ezer forint.
b) A mddusz: 76 ezer forint.

76+76

=76 ezer forint.

¢) A median:
d) A szoras:

\/3-(72 ~132)" +4-(76-132)" +(120-132)" +(200-132)" +(480—132)’
10

=122

ezer forint.
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1111. a) Osszeadva a napi nézészamokat: 4515.
4515
b) Az atlag: - = 645.

¢) A szoras:

\/(424—645)2 +(473-645)" +(457-645)" +(546 - 645)" + (812 645)" +(943—-645)" +(860-645)"
- ~
~202,3.

d) Szombaton és vasarnap 6sszesen 1803 néz6 volt, ami a heti néz6szam 40%-a

1112. Mivel az atlag:
14+2+..+n_1 n(n+l) n+l

n n 2 2
tovabba
2
(k—”—”j (e U
2 4
ezert:
n 1)2
K —(n+1) +H(L:
Z )2 k=
2
:n(n+1)(2n+1)_(n+1)n(n+l)+n(n+1) ’
6 2 4
mikozben ismert dsszegképleteket hasznaltunk fel.
Innen:
D =" ni2-6n-6+3n+3)=" —(n*-1).
12

1113. Jeldlje a szamsokasagot alkot6 szamokat x,,Xx,,...,x, , a mediant M, a szorast pedig
D! A feladatban szerepl? allitas:
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AN FN yl<D.
n
A bal oldalt atalakitva, majd alkalmazva a haromszog-egyenlétlenséget:
|x1 -M+x,-M+..+x, —M| < |x1 —M|+|)c2 —M|+...+|xn —M|

n n

Ismeretes az elméletbdl, hogy az f(x) =|x, —x|+|x, — x|+...+|x, — x| tn. abszolit
eltérések Osszege fiiggvény pontosan akkor minimalis, ha x =M. Ha x jeloli az
atlagot, akkor a fentebb elmondottak miatt

B PN M- PR -

|x - M| < .

n
Alkalmazva a szamtani, valamint a négyzetes kdzép kozotti egyenlétlenséget, ado-
dik, hogy
— — — —\2 —\2 —\2
_ |x1—x|+|x2—x|+...+|xn—x| (x]—x) +(xz—x) +...+(xn—x)
v — M| < < =D;
n n

ami éppen a feladat allitasa!
11.2. Valésziniiségszamitas

11
1114. A 14 lany koziil 11 nem szdke, igy a kérdezett valoszintiség: P = a ~0,786.

1115. A komplementer esemény valdszintiségét szamoljuk, azaz annak az eseménynek a
valdszintiségét, hogy a lanyok haja azonos szinti:

S

- 67
azaz P(A)=1-P(A)= o1 ~0,736 annak a valdsziniisége, hogy kiilonb6z6 lesz a

P(4) =

kivalasztottak hajanak szine.

1116. A kisérletnek 6sszesen 6-6 =36 kiilonbozo kimenetele lehetséges. A kedvezd ese-
tek szama pedig 4 (5 =14+4=243=3+2=4+ l). Azaz a kérdezett valosziniiség:
4 1
P(A)y=—=—.
4 36 9
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A kisérletnek 6sszesen 6-6 =36 kiilonb6z6 kimenetele lehetséges. A kedvezo ese-
tek szama pedig 6 (1+1,1+2,2+1,1+3,2+2,3+1). A kérdezett valosziniiség:
6 1
P(A)=—=~—.
) 36 6

Az 6sszes lehetséges dobassorozatok szama 6°. A haromtényez3s szorzat pontosan
akkor lesz 32-vel oszthato, ha a) mindharom dobas 4-es, vagy b) két dobés 4-es és
egy dobas 2-es, vagy c) két dobas 4-es és egy dobas 6-0s. Az a) esemény egyfé-
leképpen kovetkezhet be. A b) esemény haromféleképpen a szerint, hogy melyik
kockéval dobtuk a 2-est. A c¢) esemény is haromféleképpen a szerint, hogy melyik
kockéval dobtuk a 6-ost. A kedvezd dobéssorozatok szama tehat 7, igy a kérdezett

valdsziniiség: P = 13 ~0,032.
6

Elég azt vizsgalni, hogy egy koron beliil kinek mekkora esélye van a pont megszer-
zésére.

Gyurinak erre az esélye: P, =

Zolinak pedig: P, :£+i i i: 12 l;
36 36 36 36 36 3

ahol az egyes Osszeadando6 tagok rendre azon paronként kizard események valo-

szintiségei, hogy 3, 6, 9, 12 Zolinal az 6sszeg. Azaz Gyurinak nagyobb az esélye a
gyOzelemre.

A kedvezd esetek szama: 7 . 8 . 6 =8820.
21 2) 2

21
Az Osszes lehetséges huzasok szama pedig: (6 j =54264.

| W
N | —

8820 105 _

Azaz az esemény valdsziniisége: P(A) = = ~
54264 646

0,16.

Az esemény a kovetkez6 harom modon kdvetkezhet be:
3 piros és 2 kék golyot huzunk, 4 piros és 1 kék golyot htizunk, vagy ha minden
huzas piros eredményt ad.

5 5
Az elso eset ( 3) -7°-9? kiilonbdz6 modon valdsulhat meg, mivel ( 3] kiilonboz6

moddon valaszthatjuk ki, hogy melyik 3 htizés legyen a piros, majd ezeken a helye-
ken minden esetben 7, mig a masik két huzasnal 9-9 golyobol valasztunk.

5
Hasonloképpen a masodik eset (4j -7*-9' kiilonboz modon valésulhat meg, mig

a harmadik 7° kiilénboz6 modon.
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1122.

Az bsszes lehetséges hizas szama 16°, mivel minden huzasnal 16 golyo6 koziil hi-
zunk. Igy a kérdezett valosziniiség:

5 5
(3) -73~92+(4j AR IS

16°

P(4)= ~0,384.

A 40-nél kisebb pozitiv primek: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, azaz &sz-
szesen 12 darab szam. A lehetséges huzasok szama: 39°. A kedvezd esetek szama
pedig: 12°.

: . 120
Igy a kérdezett valosziniiség: 39 ~0,009.



Lo ISIMELIES ettt 3
1.1. Miveletek racionalis sZAMOKKal ..........ccceviiiiiiiiiiiiiiieeeeee e 3

1.2, A $Z4ZalEKSZAMItASTOL .....ooviiiiiiiiiiiiiiei e 3

2. HalmazelmElet .......cc.ccoiiiiiiiiiiiiiiciciece e 6
2.1. Bevezetés a halmazelmelethe ...........coevveiiiniinieiiiiicceceeeeeee 6

3. ALZEDTA e ettt 18
3.1. Hatvanyozas egéSz KIteVOVEL .......coccueviiiiiriiieieeieiesie e 18

3.2, BetliS KIf@JEZESEK ....ovviieieiieiiiiiiieieeiee e e 21

3.3. Algebrai tort KifeJeZESEK .......coeviririeiiiiiieeieiesieetee et 31

3.4, NEQYZELZYOKVOMNAS ..vieiiiieiiiiieiieieeiteiest ettt ettt ettt ettt st eas 35

4. SZAMEIMEIEL .....oviiiiiiiiiiititee ettt 41
4.1. Bevezetés a szZameImEletbe .........ccoeviiiiininiiiiiiiiiccc e 41

4.2, SZAMIENASZETEK ....ooviieiiiiiitiieieieee et 50

5.0 FUGEVENYEK ..ottt sttt 53
5.1. Bevezetés a fUg@venytanba ...........ccceceevieieieniieieiesieceeie sttt 53

5.2. Afiiggvények abrazolasa, JellemzZESe ........cccevirieiiereniiiieneeieeeeeeee e 58

6. EGYENICLEK ...ooviiiiiieiieieie ettt ettt ettt et eae st beeaeenean 86
6.1. Egyenletek grafikus megoldasa ........ccccoooeiiiiiiiiiinieieeeccee e 86

6.2, AZ e@YCNICLEKIOL ....ocviiiiiiiiieieeceeeee et 93

6.3. TOrtes €ZYENIELEK ......oooviiiiiiieie e 95

6.4. SzOVEZes feladatok ........ccocievieiiieieieieeieee e 96

6.5. Masodfokitl €ZYenletek ...........occiviieriiiiiieiiiieee e 103

6.6. NégyzetgyOkos eZYEnICtek ........ccoviviiieriiiiiieiiie ettt 114

6.7. Abszolut értékes egyenletek .........oooiiiiiriiriiieiie e 115

6.8. Az egyenlBtlenSEZEKTIOL .......ccvovuiiieiiiiciieieee e 116

6.9. Az cekvivalens (egyenértékii) atalakitdSokrol ..........occoveviiieiiniiinecieee 119
6.10. EgyenletrendSZerek .........c.coceiieieiiiiiieiieieiieet ettt 123

T GEOMECHTIA 1.ttt ettt sttt b ettt sb et eb e b ebe e 130
7.1. A haromszog szdgeire, oldalaira vonatkozo tételek .............cocinveinicinnnee 130

7.2. A haromszog nevezetes vonalai €8 PONGAL .....c.eervereerierieriieieieie e 133

7.3. A haromszog terliletszamitdsi MOAJai ........c.ccevveiviieoinieiniicircceceece 138

7.4. A specialis n€gyszOgeK fajtal ......cocevirieriiriiieeee e 142

7.5. KONVEX SOKSZOZEK ...coviiiiiiiiiiiiiieieeiesiteteee ettt 146

7.6, AKOL €S TESZLT .venvviiiiiiiieieeieetece ettt 147

7.7 LALOSZOZ .ottt sttt st 153

7.8. Hurnégyszogek, ErintdnégySzZOZEK .......coovivirieriiiiiieieeieieee e 154

7.9. Geometriai transZformAaciok .........ccccovirieriiriiiieiini i 156
7.10. HASONIOSAZ ..ottt ettt ettt ae e eneeneas 160

T 11, VEKEOTOK ..oiiiiiiiiiiiiccete ettt 170
8 N 4100 110} 10 TS 4 SRS 172

8. Gondolkodasi MOASZETEK .........cccoiviriiriiiiiiiiiiicieece s 182
8.1. Skatulyaelv, IOZIKa .......ccceevieriiiieieieeiieeeee e 182

9. KOmBINAtOTIKA ....cuviuiiiiiiiiiiiiiitiietiteete et 188
9.1. Kombinatorikai problémak ...........ccccieiieiiiiiiieiiiieieeeeee e 188

L0, GIATOK oottt e 202
101, GIAFEIMEIEL ..ot 202

11. Statisztika, valOSZINUSEZSZAMILAS ....cc.eevverririieieriieiieiesie et 212
L1 1. SEAtISZEKA ..eueeeiitiiteieieitistetee ettt 212

11.2. ValOosziNUSEZSZAMILAS ......eevervieiieieriieiieiesie ettt 225



