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MECHANIKA

© NEWTON TORVENYEI

A dinamika alapjait el6dei eredményeire ta-
maszkodva és azokat felhasznalva Isaac New-
ton angol fizikus rakta le. Térvényeit az 1687-
ben megjelent Principia cimd miivében irta le.

a) Isaac Newton ~ b) A Principia cimlapja
(1643-1727)

Newton I. torvénye

Egy test mindaddig nyugalomban van, vagy egyenes vonald egyenletes moz-
gast végez, mig mozgasallapotat kornyezete meg nem valtoztatja. Ez a tehe-
tetlenség torvénye.

A fizikai objektumok, testek (tomegpont vagy pontszerd test, merev test, deformal-
hat¢ test stb.) hatnak, hathatnak egymdsra, azaz minden hatas kolcsonhatas. Ha
egy test kapcsolatba lép egy masikkal, ha hat arra, akkor a masik test is visszahat ra.
(Mechanikai kolcsonhatasok pl.: az utkozések, a graviticid, a sarlédas, a tapadas, a
kozegellenallas, a rugalmas kélcsénhatas stb.)

A lejtorol lecsaszo test kolcsonhatasban van a gravita-
ci6s mezovel és a lejtével. A gravitaciés kolcsonhatasbol
szarmaz6 er6 a nehézségier6 (F,); alejtével valé koleson-

hatdsbél szarmazé er6k a nyoméerd (vagy tart erd) (F,)
és a tapaddsi vagy csuszasi surlodasi erd (F,, illetve F).

Egy adott vonatkoztatasi rendszerben idében vizsgalva y
egy test helyét megéllapithat6, hogy a test mozog vagy e
nyugalomban van. Ha a test helye nem valtozik, akkor

nyugalomban van, ha a helye valtozik, akkor mozog. Alejton lecsiisz testre hatd erck

1 Foeh.

Nyugvé és mozgé testekre egyarant igaz, hogy ha nem hat rdjuk a kornyezetiik, ak-
kor nem valtozik a mozgasallapotuk. Egy test mozgasallapotanak megvaltozasat
mindig a vele kdlcsénhatdsban levé mas test vagy mezé okozza.

Egy test mindaddig nyugalomban van, vagy egyenes vonala egyenletes mozgdst vé-
gez, amig egy masik test vagy mez6 mozgasallapotdanak megvaltoztatasira nem kény-
szeriti. A kényszerités mogott mindig valami ellenszegiilés all. Az ellenszegiilésben a
test tehetetlensége nyilvanul meg. Minél jobban ellenszegiil a test a kényszeritésnek,
a mozgaséllapot megvaltozasanak, annal nagyobb a test tehetetlensége.
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A testek tehetetlenségének mértéke a tomeg. A tomeg SI alapmennyiség, jele m,
mértékegysége a kilogramm, [m] = kg.

®

EMELT SZINT
A sztatikai tomegmérést az teszi lehetévé, hogy a Fold ugyanazon a helyén a
testre haté nehézségi eré aranyos a test m tomegével (F,, =mg). Az ismert D

rugéillandéja rugdra akasztott test hatdsira a rugd Al-lel megnyulik. Ezt mér-

hetjik. Ekkor fenndll, hogy a test témege: m= D—AZ
8
J_A_Z_ ¥ b
mg

A rugé megnyuldsa ardnyos a test tomegével
Egy masik lehet6ség: ha két testet dll6csigan dtvetett fondl egy-egy végére fiiggesz-
tunk, akkor ez a rendszer akkor marad nyugalomban, ha a két test silya egyenlé:
ity © g =it © &
Mivel g a két test helyén gyakorlatilag ugyanakkora, igy
m, =m,.
Ha a mérend6 témeg m,, akkor a nyugalmi (egyensulyi) helyzet beallitasdhoz sziik-

séges m, tomeget ismert tomegekbdl all6 sorozatbdl (sulysorozat) dllithatjuk el8.
(Az 1 kg-os tomegetalont a Sévres-ben 6rzétt platina-iridium henger testesiti meg.)

Inerciarendszernek nevezziik azt a vonatkoztatasi rendszert, amelyben a magara
hagyott test nyugalomban van, vagy egyenes vonalt egyenletes mozgast végez. Az
inerciarendszer legf6bb jellemzéje, hogy nem gyorsul. Minden, az inerciarendszer-
hez képest egyenes vonala egyenletes mozgast végzé vagy all6 vonatkoztatasi rend-
szer is inerciarendszer. Ez a Galilei-féle relativitasi elv.

Az olyan (idealizalt) testet, amely egyetlen mas testtel sincs kélcsonhatdsban magara
hagyott testnek nevezziik. A magdira hagyott test nyugalomban van, vagy egyenes
vonald egyenletes mozgast végez.

TOBBLETTARTALOM
Egy test nyugalomban van, vagy egyenes vonali egyenletes mozgast végez mind-
addig, amig egy masik test vagy mez6 mozgasallapotdnak megvéltoztatdsira nem
kényszeriti. Minél jobban ellenszegiil a test a kényszeritésnek, a mozgdséllapot
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megvaltozasanak, annal nagyobb a test tehetetlensége, anndl nagyobb a test
tomege. Annak a testnek nagyobb a tehetetlensége, igy a tomege, melynek nehe-
zebb megviltoztatni a sebességét. A testek tehetetlenségét ezért parkolcsonhata-
sok segitségével is Gsszehasonlithatjuk. A sebességvaltozdson alapul6 tomegmérés

a dinamikai tomegmérés.
Két test kolcsénhatdsa kozben
bekovetkezs sebességvaltozasok

nagysaga forditottan ardnyos a
testek tomegével:

Av, _m

Av, m,

A cérnaszdlat elégetve a rug elloki a golyckat

Ha a testek nyugalmi helyzetbél indultak, akkor fennall, hogy

L oM

v, m

Megszorozva mindkét oldalt az esés idejével (t) a tomegek ardnyara nézve telje-

sil, hogy

Newton II. térvénye

vt X

v, t X,

A mozgasallapot-valtozast eredményezé hatds az eréhatas. Az a fizikai mennyiség,

amely jellemzi az er6hatds nagysagat és irdnyit, az eré. Az er$ vektormennyiség, jele: F.

Az a pont, ahol az er a testet éri, a timadaspont, az az egyenes, amely dtmegy az
er§ tdmaddspontjdn, és iranyvektora pdrhuzamos az erévektorral, a hatasvonal.

A test tomegének és a sebességének szorzatdval definialt fizikai mennyiség a lendii-
let, a test mozgasallapotit dinamikai szempontbdl jellemz8 mennyiség. A lendulet
vektormennyiség. A lendiiletvektor nagysiga a témeg és a sebesség nagysaganak a
szorzata, irdnya pedig a sebességvektor irdnyaval egyezik meg. A lendiilet (mas néven
impulzus) jele az I (mely az impulzus sz6 elsé betdje).

A lendilet SI mértékegysége:

I=m-v.

[1]=[m] V] =kg: 2.

Azok az er8k, amelyek egy valamilyen szempontbdl egyiivé tartozoé testek, egy rend-
szer tagjai kozott 1épnek fel a belsd erdk. Azok az er8k pedig, amelyek egy rendszer
elemei és a rendszer kérnyezete kozott lépnek fel, a kiilsé erok.
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Ha a rendszer tagjaira kiviilrél nem hatnak erék, vagy a kiils6 er6k elhanyagolhatdk
a belsé erékhoz képest, vagy a kiils6 erdk eredéje nulla, akkor zart a mechanikai
rendszer. Zirt rendszer esetén a kérnyezet hatdsaitdl eltekinthetunk.

A parkolesonhatasban (vagy tobb test egymassal val6 kolcsénhatdsaban) részt vevé
testek lendileteinek 6sszege dllandé. Ez a lendiiletmegmaradas térvénye. Ekkor a
rendszert alkoté sszes (tetszéleges n szamu) test lendiiletvaltozasat figyelembe kell
vennunk. Zart rendszerben a testek lendiilete csak ugy valtozhat meg, hogy az egyes
testek lenduletvéltozasainak Gsszege O legyen. A zart rendszer ésszlendiilete nem
valtozhat meg, a zart rendszer 6sszlendilete 4llandé:

I +I,+...+I, =Y I =allands.
i=1
A kolcsonhatas elstti lendiiletek vektori dsszege megegyezik a kélcsonhatds utdni
lendiiletek vektori 6sszegével:
zIelétte = zluténa .

TOBBLETTARTALOM
A rakétak miikédése a lendiletmegmaradds (és a hatas-ellenhatds) torvényén
alapszik. A rakétdbol nagy sebességgel kidramlé gaz visszahat a rakétara, és gyor-
sitja azt.

Az utkozések (rugalmatlan- és rugalmas utkozés), a szétlokédések (robbandsok) lei-
rasakor is a lendiletmegmaradds torvényét alkalmazzuk.

Utkozések vizsgilata

A testek iitkozése lehet egyenes vagy ferde. Mivel az utkozések sordn lényegében
csak belsd erdk hatnak, igy barmely utkoézésre igaz a lendtletmegmaradds torvé-
nye. Ha az utkozé testek tomege m, és m,, az utkozés el6tti sebességeik v,, il-
letve v,, az iitkozés utani sebességeik pedig u,, illetve u,, akkor fenndll, hogy
m, v, +m,-v,=m, -u, +m, -u,. (A sebesség vektorok nagysagat ezekben az 6ssze-
fuggésekben el6jelesen kell érteniink.) Tokéletesen rugalmatlan (egyenes) iit-
kozésnél a testek az iitkozés utan egyiitt haladnak tovabb k6zos u sebességgel,

ml-v1+m2-v2

amelyre fenndll, hogy u= = u(m, +m,)=m, -v, +m,-v,. Tokélete-

m, +m,
sen rugalmas (egyenes) iitk6zésnél a lendilletmegmaradas térvénye mellett még
az is igaz, hogy a rendszer mozgasi energiaja utkozés utin ugyanakkora, mint at-

1 1 1 1 . )
kozés elstt: E-ml vl +§-m2 v =5 ul +§-m2 -u?. Ha ismertek a tomegek és az

utkozés eltti sebességek, akkor a fentebbi két 6sszefiiggésbél az titk6zés utani (is-
meretlen) sebességek meghatarozhatok (akar anélkiil is, hogy masodfoku egyenletet
kellene megoldanunk). A megoldandé egyenletrendszer:

-10



MECHANIKA

©<J

(1) my v, +my-v,=m u +m,-u,.
1 1 1 1
(2) =m vi+=m,vi==-m -ui +=-m, u,.

2 2 2 2
Az egyenletek atrendezéséb6l: (1) m, -(v, —u,)=m,-(u, —v,),
illetve (2) m, -(v, —u,) (v, +u,)=m, -(u, —v,)-(v, +u,).
Behelyettesitést kévetden: (2) m,-(u,—v,)-(v, +u,)=m,-(u, -v,)-(v, +u,), ahon-
nanv, +u, =v, +u, ésu, =v, +u, —v,. Behelyettesitveeztakifejezéstalendilletmegma-
radast kifejez6 osszefiiggésbe, adédik, hogy m, -v, +m, -v, =m, -u, +m, -(v; +u, —v,).

(m,—m,)-v,+2-m,- v,

Innen az Gtkozés utdni egyik sebesség: u, =
m, +m,

Hasonldan juthatunk az utkozés utani masik sebességhez:
_(my—my)-v,+2-m; v,

2
my +m2

Specidlis eset: Haladjon két, megegyez6 tomegi test
(m1=m2=m) egymadssal szembe. Az utkézés el6t- v, v,
ti sebességek: v, és —v,. A fentebbi 6sszefuggéseket O O

alkalmazva az utkézés utdni sebességek: u, =—v, és e )
1 2 Rugalmas iitkozés egyenls
u, =v,, azaz a testek sebességet ,cserélnek”. tomegek esetén

Kozlekedésbiztonsag

Alegtobb kozlekedési baleset utkozések kovetkeztében jon létre. Fontos a kozlekedés
szabélyainak (KRESZ) betartésa, a defenziv vezetés. Az egyik veszélyforras a koveté-
si tdvolsag be nem tartdsa, az Gtviszonyoknak nem megfelel6 vezetés. A kozlekedSk
testi épségét dvja a bukdsisak, a motorosokndl a megfeleld dltozet is, valamint a biz-
tonsdgi 6v hasznalata. A gépkocsikban az titk6zéseknél az utasok sériléseinek csok-
kentését, sulyossigat biztositja az automatikusan kinyild, felfuvodé légzsik, a fej-
tamla is. Tobb szerkezeti kialakitds lehetévé teszi, hogy az utkézés pillanatdban
meglévé mozgasi energidkat részben vagy teljes egészében deformaciés energiael-
nyeléssel emésszék fel. Az autdk ilyen energiaelnyelé részei: gylir6dé zona, eltérits
zbna, csusztatd zéna. Nagyon hasznos lenne, ha az titk6zés sordn a mozgési energiat
attranszformalhatnank az itkzés utdni fazisban térténd energiadtalakitdsra.

gylir6ds zona

lj QA

ﬂ csusztato zbéna
jD Y
22 2 =
eltérit6 zona elterlto zéna

Az aqutd energiaelnyeld részei
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A l6fegyver, benne a golyéval, zart rendszert képez. Igy a

l6fegyvert nagy sebességgel elhagyé golyé lendiiletével el- r—
lentétes irdnyd (és nagysagu) lesz a fegyver lendiilete. f—}%ﬁ
A fegyver hitrafelé mozdul el, ,visszariug”.

o WVisszarug” a fegyver
KISERLET
®

A lenduletmegmaradds torvényét egyszerd kisérletek-
kel igazolhatjuk. Ilyenek péld4ul a dinamikai tomeg-
mérésre is alkalmas parkolcsonhatasok (szétlokodé-
sek, uitk6zések stb.). A lendilletmegmaradas torvényét
illusztralhatjuk az un. ballisztikus inga segitségével,
mikézben meghatdrozhatjuk egy tapaddkorongos ja-
tékpisztolylovedék sebességét is. Ballisztikus inga

A dinamika egyik legfontosabb torvénye Newton eredeti megfogalmazisa szerint:
»A mozgasmennyiség megvaltozasa aranyos a haté erével, és annak iranya-
ba mutat.” Ez Newton II. térvénye.

A lenduletvaltozds attdl is fugg, hogy mennyi ideig éri az er8hatds a testet. Minél

hosszabb ideig éri ugyanakkora er6hatas a testet, annal jobban megvaltozik a lendu-
lete. Egy test lenduletvaltozdsa egyenesen aranyos az 6t éré er6hatas nagysigival:

Al ~F.
Valtozatlan eréhatéds esetén a lendiiletvéltozas ardnyos a testet ér6 er6hatas idétar-
tamaval:
Al ~ At.
Az er6 egyenl$ az egységnyi id6 alatt 1étrejott lendiiletvaltozassal:
P-4
At

Newton eredeti megfogalmazisdnak masodik részét ma ugy mondanank, hogy a
lendiiletvéltozas irdnya megegyezik az 6t létrehozé hatds irdnyival. Az erd Sl-beli
mértékegysége:

[Fl=—==kg-5

S S

=N (newton).

m
1 N az az eréhatds, amely 1 kg tomegi testen 1 s alatt 1 — sebességviltozast hoz
s

létre. Ha a test tomege lendiletvaltozas kozben nem valtozik és m = allandé (a Gali-
lei-féle, vagy a newtoni klasszikus fizikaban ezt feltételezziik), akkor

Al =m-A.
Ezt behelyettesitve az er6t kifejez6 6sszefiiggésbe, azt kapjuk, hogy az eré a test to-
megének és gyorsuldsanak szorzata:
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Ezt a torvényt ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy test gyorsuldsa egyenesen
aranyos a testre hato erdvel, ahol az ardnyossagi tényez6 a test témege. Minél
nagyobb egy test tomege, ugyanakkora eré annal kisebb gyorsulast hoz rajta létre.
Az er6hatis a test mozgdsallapotat valtoztatja meg. A test gyorsuldsa egyenesen ara-
nyos az erével. Az er6 nagysagat a kérnyezet bizonyos jellemzéivel is kiszamolhatjuk.
Azokat az 6sszefiiggéseket, melyek irdny és nagysag szerint megadjik az erét a kor-
nyezet és a test jellemzdinek figgvényében, erétorvényeknek nevezziik.

Ha egy labdat elhajitunk, az szabad mozgast végez, csak szabaderék hatnak r4,
vagyis mozgasanak pélyajat nem korlatozzak a kényszererék. Ha ezt a labdat elgu-
ritjuk egy vizszintes asztalon, akkor kényszermozgast végez, mert az asztal lap-
ja vizszintes siki mozgasra kényszeriti. A lejtore helyezett test mozgisa szin-
tén kényszermozgas, mert azt a lejt6 altal kifejtett kényszererd a lejté sikjaval
parhuzamos mozgasra kényszeriti. Az asztal altal kifejtett tartéerd kényszerers,
mely akkora, hogy fuiggbleges irdnyban egyensulyban tartsa a ra helyezett testet.
A kényszererdk biztositjak, hogy a testek egy adott palyagérbe mentén mozogjanak,
nincs szerepiik az adott felilleten torténé mozgas megvaltoztatdsiban. A kényszere-
r6 meréleges arra a felilletre vagy palyara, amelyen a test a kényszermozgést végzi.
A kényszerer6k nagysagat a szabader6k ismeretében a test mozgasara felirt mozgas-
egyenletek segitségével hatdrozhatjuk meg.

Newton III. térvénye

Két test kolcsonhatasakor mindkét test erdvel hat a masikra, ezek az erdk
egyenlé nagysaguak, kozos hatasvonaluak és ellentétes iranyaak. Ez a ha-
tds-ellenhatds (kolcsonhatds) torvénye.

Az egyik er6hatas jellemzsjét erének, a masikét ellenerdnek nevezzik. Newton III.
torvénye értelmében ez a két er6 egyenld nagysdgu, kozos hatasvonald, de ellentétes
irdnyu és két kiilonbiozi testre hat. A hatds-ellenhatas térvénye szorosan kapcsolédik
alenduletmegmaradés térvényéhez. Tehit:

E 4B = -F, BA>
vagyis:
AL _ AL,
At At

Atrendezve:

AI, +AI, =0.

Ez pedig a lendilletmegmaradés térvénye (parkolcsonhatés esetén).
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A rovid ideig hat6 er8hatast jellemz6
F-At=m-Av

mennyiség az erdlokés, SI mértékegysége:

[F-At] = [F]-[At] =N -s = kg- 2.
S

Ha egy testre egyszerre tobb erd hat, akkor ezek az
er6k egymastol fiiggetleniil fejtik ki hatasukat,
egytuttes hatdsuk az egyes erék vektori 6sszegzésé-
vel kaphaté meg. Ez Newton IV. axiomaja (eréha-
tdsok fiiggetlenségének elve, vagy mas néven a zavar-
talan szuperpozicié elve). A felismerést Simon Stevin
(1548 - 1620), flamand szarmazast mérnék és ma-
tematikus fogalmazta meg.

Ha egy testet egyszerre tobb eréhatds ér, akkor eze-
ket az er6hatdsokat helyettesithetjitk egyetlen olyan
er6hatdssal, melynek ugyanaz a kévetkezménye. A
helyettesit6 eréhatast jellemzé erét eredd erdnek
nevezzik, és a haté er6kbél vektori 6sszegzéssel
kapjuk. A test gyorsuldsat ez az er$ hatdrozza meg.
Newton II. térvénye szerint a testet éré er6hatas egyenld a test tomegének és gyor-
suldsanak szorzataval. Igy egy testre haté erék eredsje egyenlé a test tomegének és
gyorsuldsanak szorzataval.

Simon Stevin (1548-1620)

i=1

Ez a dinamika alapegyenlete. (Ha a testre n szdmu er6 hat, az eréket az els6tél az
n-edikig kell 6sszegezniink. Ezt mutatja a jeléléstink.) Az eré vektorat nyillal Abrazol-
juk.

Egymassal parhuzamos erévektorok eredgjét algebrai Gton hatarozhatjuk meg. Az
egyirdnyu (megegyezé értelmi) er8k ereddje az Gsszetevék Osszege, az ellentétes
irdnyu (ellentétes értelmi) er8k ereddje az Gsszetevok kiillonbsége. Két, egymassal
szdget bezaré er6 ereddjének meghatédrozasa, azaz az exrdk osszegzése paralelog-
ramma- vagy haromszégmaodszerrel térténhet. Ketténél tobb erd eredéjét visszave-
zethetjik két er§ ered6jének meghatarozasara.
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Sziget bezdro erdk dsszegzése paralelogramma- és hdromszogmddszerrel
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Egy testre haté ismert nagysdgu, hatasvonald

és irdnyu F er6 egyértelmten felbonthaté két,
F és F, erére, ha megadjuk ezen erék ha-
tasvonalait. A szerkesztés menete: Az F er6
tamadaspontjan keresztil hazzunk 1-1 egye-
nest a megadott egyik, majd a megadott masik
hatdsvonallal. Az elsé hatdsvonalat toljuk el
6nmagaval pirhuzamosan addig, hogy ez a ha-
tasvonal dtmenjen az F er6 végpontjan. Ekkor
a masodik hatasvonal és az eltolt hatasvonal
metszéspontja megadja az F, er6t. Ugyanigy
jarunk el az F, eré megszerkesztése soran is. Az er6 komponensekre bontdsa

Ha a testet ér6 erdk kiegyenlitik egymast, akkor
a test mozgasallapota nem valtozik. Az asztalon
nyugvo testre két erd hat: a nehézségi erd és az asz-
tal 4ltal kifejtett tartderd. Ez a két erd egyenld nagy-
sagu, ellentétes irdnyu, ezért kiegyenlitik egymast.

Ha egy testre hat6 er6hatasok nem egyenlitik ki
egymast, akkor a test mozgasallapota megval-
tozik. A test gyorsuldsit az eredd erd segitségével

. =m-d. ) L
reds Az asztalon levd testre hato erék

hatarozhatjuk meg: F.

A mozgisok a mozgas pélyaja és az id6beli lefolyds alapjan kilonbozéek lehetnek.
A legalapvetébb mozgasfajtak: egyenes vonald egyenletes mozgas, egyenes vona-
la egyenletesen véltoz6 mozgas, egyenes vonala valtozé mozgas, egyenletes kérmoz-
gas, harmonikus rezgémozgas, gorbe vonalt egyenletesen valtozé mozgas.
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A legalapvetébb mozgasfajtdk 1étrejottének dinamikai feltételeit az aldbbi t4bla-
zatban tintettiik fel.

A mozgas fajtija Dinamikai feltétel

egyenes vonalu egyenletes mozgds | A testre haté erék eredéje (a gyorsulés is) O.

egyenes vonali egyenletesen val- | A testre hat6 erék eredéje (és a gyorsulds)
toz6 mozgds irdny és nagysag szerint is allandd, és vagy
nincs v, kezd4sebesség, vagy a V, kezdése-
besség és az allandé irdnyua gyorsulds parhu-
zamosak egymdssal.

egyenes vonalu valtoz6 mozgas Az eredd erd (és a gyorsulds) nagysaga val-
tozik, de irdnya nem, és vagy nincs v, kez-
désebesség, vagy a v, kezdGsebesség és az
alland¢ irdnyu gyorsulds parhuzamosak egy-
massal.

egyenletes kérmozgas A testre haté erdék ereddje (és a gyorsulds)
nagysaga allandé (irdnya véltozik, de mindig
a kor kozéppontja felé mutat), és a pillanat-
nyi sebesség irdnya minden pillanatban me-
réleges a gyorsulds irdnyéra.

harmonikus rezgémozgas A testre hat6 er6k eredéjének nagysaga a pil-
lanatnyi kitéréssel egyenesen aranyos, ird-

.....

gorbe vonalu egyenletesen valtozé | A testre hat6 er8k eredéjének (a gyorsulas-
mozgas nak) az irdnya és nagysaga is allandd, és a
v, kezdésebesség iranya nem parhuzamos a
gyorsulassal.

© PONTSZERU ES MEREV TEST EGYENSULYA

Az olyan (idealizélt) test, amelynek méretei elhanyagolhatéak a mozgis, a kolcson-
hatds vizsgalata sordn, amelynek nincs kiterjedése, de tomeggel rendelkezik, a pont-
szerii test (anyagi pont, tomegpont).

Az olyan (idealizalt) test, amelynek kiterjedése is van, de a test alakja a kélcsonha-
tasokban valtozatlan marad, azaz viszonylag nagyobb eré sem valtoztatja meg a test
alakjait, a merev test.
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A pontszeri test (anyagi pont, témegpont) egyensilyban van, ha nem gyorsul (nyu-
galomban van vagy egyenes vonala egyenletes mozgast végez), azaz ha a ra hat6 erék

eredéje O (ZIE =0).
Az er forgaté hatasat jellemz6 fizikai mennyi-

ség a forgatonyomaték, jele M. Ha a merev
test egy rogzitett forgastengely koril elfordul,

akkor a forgést létrehozé F erd forgatényoma-
tékat az er6 nagysaga és az erékar elGjeles -
szorzata adja:

M:i\?\-k.

Az erékar a forgastengely és az er$ hatdsvona- Az erf és az erkar
lanak tavolsaga. Az éramutaté jardsival ellen-

tétes forgast eredményezé forgatényomatékot (megéllapodas alapjan) pozitiv el6jel-
lel latjuk el. A forgatényomaték skaldris fizikai mennyiség, SI mértékegysége:

[M]=[F] [K]=N-m.

Ha a merev testre két olyan er6 hat, amelyek
egyenl6 nagysaguak, parhuzamos hatdsvona-
laak, de ellentétes irdnytak (értelmiiek), akkor
az ilyen erérendszert eréparnak nevezzik. Az
erdpar forgatonyomatéka nem fiagg a for-
gastengely helyétsl. Az er6par forgatényoma-
téka az M =F-d 0Osszefiiggéssel adhaté meg,
ahol d az erépért alkoté ersk hatdsvonalainak
tavolsdga. Természetesen az er8parnak nincs
gyorsité hatdsa, ezért nem helyettesithetd 2 Erépar
egyetlen erével.

A merev test egyensilyanak két feltétele van: a merev test ne gyorsuljon, és ne
végezzen gyorsulé forgémozgast (nyugalomban van vagy egyenes vonald egyenletes
mozgdst végez és/vagy egyenletesen forog). Dinamikailag ez azt jelenti, hogy a test-
re hat6 er8k eredéje és az erdk forgatényomatékanak (el6jeles) dsszege 0:

D F=0és ) M=0.

Egyszerii gépek

A hétkoznapi élet sok-sok teriiletén alkalmazunk olyan eszkézoket, melyek segitsé-
gével egy adott munkat (pl. teher emelését) kisebb vagy kedvezsbb irdnyu erékifej-
téssel el tudunk végezni. Ezeket a gépeket egyszerii gépeknek nevezziik. Az egysze-
i gépek fajtai: emeld tipust egyszerd gépek és a lejté tipust egyszeri gépek.
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Emeld tipusu egyszerii gépek

Lejté tipusu egyszerti gépek

Emels

egykaru kétkaru

lejts

Csiga

allé mozgd csigasor

csavar

Hengerkerék

Az a tengely korul elforgathat6 merev rid, amely-
nél a teher és az emel6 er6 tdimadaspontja az eme-
16 forgistengelyének ugyanazon oldaldn van, az
egykaru emeld. Az egykard emeld egyensulya-
nak feltétele az, hogy a teher és az er§ forgatényo-
matékanak abszolut értéke egyenld legyen:
F -k, =F, -k,

(k, az un. teherkar, k, az in. erékar).
Az olyan tengely koriil elforgathaté merev ru-
dat, amelynél a teher és az eré tdmadaspontja az
emel6 forgastengelyének kiilonbozé oldalan van,
kétkaru emeldnek nevezzik. A kétkara emeld
egyensulyanak feltétele is az, hogy a teher és az
er6 forgatényomatéka egyenld legyen:

|E, k| =[E, k.

ék

a) k,

\
ﬁlﬁ

&
g

-

a) Egykaru emel6, b) kétkaru emeld

Az olyan tengely koriil forgathaté kereket, amelyet egy, a peremén korbefuté kotél segit-
ségével forgatunk, csiganak nevezzik. Az allocsiga tengelye rogzitett, csak forgémoz-
gast végezhet. Az (elhanyagolhaté témegi, kénnyen forgd, vagyis idedlis) all6csiga az erd

nagysagat nem, csak az eré irdnyat valtoztatja meg:
F=G

teher*

A mozgocsiga tengelye nem rogzitett, igy forgémozgds mellett haladé mozgast is
végezhet. Idedlis mozgdcsiga esetén a teher egyensilyban tartdsidhoz a teher suilyé-

nak fele nagysagu erére van sziikség:

F= Gteher .

2
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Csigasor 4ll6- és mozgdcsigak 6sszekapcesolasaval allithat6 els. Ha a csigasor egy al-
l6csiga mellett n darab mozgécsigdbdl épiil fel, akkor a G teher egyensulyban tarta-
sahoz sziikséges eré:
o

Egy ismert anekdota szerint Arkhimédész ilyen csigasorokat alkalmazott a II. pun
haboru sordn. Ezért az ilyen csigasort hatviny- vagy arkhimédészi csigasornak is ne-
vezzik. A kozonséges csigasor n darab &ll6- és n darab mozgdcsigabdl all. A teher
egyensulyban tartdsdhoz:

F= Gteher

PR 2n
er$ szukséges.

®

TOBBLETTARTALOM
A csigasor egy masik, specidlis fajtdja a differencidlis csigasor, amely egy henger-
kerékbél és egy mozgé csigabdl dll. A teher egyensulyban tartasidhoz szikséges
er6 nagysaga:

p=8.Rr
2

R

Két, kozos forgastengely kerék (kerék, illetve henger) hengerkereket alkot. Ahany-
szor nagyobb a kerék R sugara a henger r sugaranal, annyiszor kisebb F er6 szitkséges
a G sulyu teher (egyenletes) felhuzdsihoz:
F=G,_ —.
R

teher

£)
7 R

e)
F,
F

)

m ) g F — m ) g
- G
8
a) Allo'csiga, b) mozgdcsiga, c) kozinséges csigasor,

d) Arkhimédészi csigasor, e) differencidlis csigasor, f) a hengerkerék
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Egy test felhuzasa sordn alkalmazhatunk a vizszintessel (hegyes)széget bezard
sik feliiletet, vagy mas néven lejtét. A lejtén egy testet adott magassagra kisebb
erével, de hosszabb tton tudunk felhtzni. Ha az o hajlidsszogi lejté és a test ko-
zott nincs strlédas, akkor a lejtén 16v6 testre két erd: a nehézségi erd (m-g) ésa
lejto (sikja) altal a lejt6 sikjara merdleges tartéerd (E,_ ., ) hat. Ennek a két erének
az ereddje a lejté sikjaval parhuzamos, nagységa:

F=m-g-sina.

A tartéer6 egyensulyt tart a testre haté nehézségi erd lejtére meréleges kompo-

nensével
(F

tarto

=m-g.cosa).

Igy a lejtén 1évé m tomegt test (egyenletes) felhtizasahoz sziikséges erd:

E..=F=m-g-sina.
a) b)
F tarté
Lo s
Fy=m-g-cosa @ >
’
4
/7
’
’
<. ,
\\ ’
S W'F

a) A dobozra hdrom eré hat b) Bontsuk fel a nehézségi erét!

A miszaki és a mindennapi életben is nagyon sokszor hasznaljuk a csavart. A csavar
lényegében egy hengerre felcsavart lejts, amely a hengerkerék miitkdési elvét is ki-
haszndlja. A csavar a hengerkerék henger része, mig a csavarkulcs, amellyel a csavart
meg tudjuk szoritani, a hengerkerék kereke.

Alejt6 mozgathaté véltozata az ék. Egyik fajtaja a szimmetrikus kett8s ék. Az ékeket
a testek darabolasahoz, szétfeszitéséhez hasznaljak. Ek példaul a kés vagy a fejsze is.

A tomegkozéppont

Az a pont, amely korul szabad mozgdsa kézben a (merev) test forog, a tomegkozép-
pont. Ha a testet tomegkozéppontjdban aldtdmasztjuk vagy felfuggesztjik, akkor a
test egyenstlyban van (ha rd a tartéerén kivil csak a gravitaciés erd hat). A gravita-
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cids er§ a test minden (tdmeg)pontjara hat, ha egyetlen eréként akarjuk figyelembe
venni, akkor a tAmadaspontjat a tomegkézéppontban vessziik fel.

Két (m, és m,) tomegpontbdl és egy stlytalan, merev rudbdl &llé6 rendszer (suly-
z6) tomegkozéppontja rajta van a két tomegpontot sszekotd egyenesen, és a to-
k, m
megpontok kézotti tavolsdgot a tomegek reciprokdnak aranydban osztja: —=—>.
2 ml
n darab tomegpontbdl 4llé rendszer tomegkozéppontjanak meghatarozasat két-két
tomegpont témegkozéppontjanak meghatdrozasara vezethetjuk vissza.

@ = EMELT SZINT =

Ha a merev test n szdmu, diszkrét anyagi pontbdl all (pontrendszer, az anyagi
pontok témege: m,, m,, ..., m,), akkor egy vélasztott koordinatarendszerben a
tomegkozéppont 7, helyvektorit az egyes anyagi pontok helyvektoraibdl kép-
zett:

m, -1, +m,  t, +...+tm -7,

Frgp =
m, +m, +..+m,

osszefuggéssel adhatjuk meg.

Homogén, kézéppontosan szimmetrikus test tomegkozéppontja a szimmetria-ko-
zéppontban taldlhat6. Homogén, tengelyesen szimmetrikus testek tomegkozép-
pontja rajta van a szimmetriatengelyen. Homogén testek tomegkozéppontja ko-
zéppontosan szimmetrikus testekre térténé felbontassal hatdrozhaté meg. Példaul
vékony, homogén, négyzet alaku test (lemez idom) tomegkozéppontja az atlok met-
széspontjdban van. Homogén kocka témegkozéppontja a kocka testitléinak met-
széspontjaban taldlhaté. Vékony, homogén, kor alakt lemezidom témegkozéppontja
a kor kozéppontjaban, mig a homogén gomb témegkézéppontja a gomb (geometriai)
kozéppontjaban talalhaté. A géomb szimmetriatengelyei a gdmb dtmér6i. Ezek met-
széspontja a tomegkdzéppont.

Tomegkozéppont szabdlyos homogén testek esetén
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® A VALTOZO FORGOMOZGAS DINAMIKAI LEiRASA
Ha a test (merev test) minden részecskéjének (t6-  a) b)
megpontjanak) ugyanaz a sebessége, akkor hala- B A];/
dé mozgast végez. A tomegpontok palysi parhu- -7

zamosak egymassal.

A forgomozgast végz6 test minden részecskéje
(tomegpontja) kérmozgéast végez, olyan korpa-
lydk mentén, mely korpalyak kozéppontjai egy @) Ahalads ésb) forgs mozgast végzd test
” pontjainak pdlydja
egyenesre, a forgastengelyre esnek. Ha a test
részecskéinek egymashoz viszonyitott helyzete mozgas kozben nem valtozik,
merev forgasrol beszélunk. A forgé mozgasnal minden témegpont egyenlé id6
alatt végzi a forgasat (azaz a szogelfordulds, a keringési id8, a fordulatszam, a
szogsebesség ugyanaz), de kozben a tomegpontok kilénb6zé utakat futnak be.
Az Gt annal nagyobb, minél tavolabb vannak a tomegpontok a forgistengelytél.
A forg6 merev test kilénbézé pontjai azonos o szogsebességgel mozognak. Ha az
elfordulds szoge egyenletesen valtozik (¢ =®-t), azaz ha a szogsebesség dllando,
akkor a forgomozgas egyenletes. Ha a kormozgast végzé tomegpontok szog-
sebessége viltozik, akkor valtozo forgomozgas jon létre. A sz6gsebesség valto-
zasat jellemz6 fizikai mennyiség a szoggyorsulds, amelynek a jele: B. A szogy-
gyorsulds megmutatja, hogy At idé alatt mennyivel valtozik a szégsebesség:

Aw
=
A széggyorsulds mértékegysége: [B]=—. Ha a szdgsebesség né, akkor a

szoggyorsulds pozitiv, ha a szégsebesség csokken, akkor a széggyorsulds nega-
tiv. Egyenletesen valtozo a forgomozgas, ha a sz6ggyorsulas allandé. Ekkor
a szogsebesség nagysaga nyugalmi helyzetbdl (o, = 0) térténé indulds esetén:

2

w=p-t, a szogelfordulds nagysiga q):E-t . Ha a t = 0 idépontban a for-

g6 test kezdeti sz6gsebessége @, #0, akkor a pillanatnyi szégsebesség értéke

B

® =, + f-t, aszogelfordulas nagysiga pedig p =, -t + o t2.

Keriileti gyorsulas

Valtoz6 forgémozgis sordn a tomegpontok valtozé kormozgast végeznek.
Ekkor nemcsak a tomegpontok sebességének az irdnya véltozik pillanatrdl pilla-
natra, hanem a kertleti sebesség nagysaga is viltozik. A keriileti sebesség nagy-
sadganak megvaltozdsa és a valtozashoz tartozé At idétartam hanyadosa az a,

. ) Avp o s . o
kertileti gyorsulas: a, = A—k Viltozé kérmozgasnal az m tomeg( testre haté erék
t
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ereddjének hatdsvonala nem megy at a kérpélya kézéppontjan. Az eredd erd fel

bonthaté két komponensre. Az egyik eredéeré komponens a kér kozéppontja felé

mutaté, F centripetdlis er6, amely létrehozza a centripetalis gyorsuldst, amely

az a_,=— moédon hatdrozhaté meg. Az eredé eré
m

érintd irdnyu komponense eredményezi a kertleti

é

E
gyorsulast, amely az a, =—* mddon hatédrozhaté

meg. A test (tényleges) gyorsuldsat az a _2E osz-
m
szefliggés adja meg. A véltoz6 kérmozgas gyorsula-

9 {lom—m 2 2 .. . .
sai kozott az a=,/a_ +a; Osszefiiggés teremt kap-
P N Vdltozo forgémozgdst végz6 test
csolatot padlydjdnak egy adott pontjdban hato erék

A forgémozgést végzo test mozgasi kinetikus energidja egyenld a testet alko-
t6 részecskék (m,, m,, ..., m,) mozgasi energidinak az 6sszegével:

1 1 1
B :§-m1-Vf+§-m2-11§+...+5-mn‘-v5 =

m

1 1 1
==m 1@+ +=m, @ A= m T =
2 2 2

=§-(ml -rf +m, -r22 +...tm, -rn2)-a)2.
Ebben az 6sszefuggésben v, =7, -@ szorzat az egyes tomegpontok (kertleti) se-

bességét adja meg.

Tehetetlenségi nyomaték

Az m 1l +m,r +..+m v’ =Zm,-r’ mennyi-
ség a merev test tehetetlenségi nyomatéka,
amelynek jele @ (Théta). A test forgdsi energidja:

m

1
E =§-®'a)2. A tehetetlenségi nyomaték skaldris

fizikai mennyiség, mértékegysége [O]=kg-m’.
A test adott tengelyre vonatkoztatott tehe-
tetlenségi nyomatéka fiigg a test tomegé-
tol, a test méreteitél és a tomegeloszlasatél, Tehetetlenségi nyomaték
a tengely testhez viszonyitott helyzetétél. meghatdrozdsa

A tehetetlenségi nyomaték kiszdmitdsa matematikai feladat, de a kiilonféle alaka
testekre nézve sokszor nem egyszer. Témegpont, pontszer( test tehetetlenségi
nyomatéka a téle r tavolsdgban 1évé forgastengelyre vonatkozéan: @ =m-r”.
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Az alibbi tablazatban néhiny m témegl, homogén tomegeloszlasu test tehetet-
lenségi nyomatékat tuntettiik fel bizonyos (4ltaldban a toémegkézépponton dtme-
nd) tengelyre vonatkoztatva.

Test Tehetetlenségi
Tengelye ik
Neve Rajza e R L
.. By, | 1
Koérhenger, korong szimmetria tengely Oy, = EmR
z . = 2
Gomb be,lrmely‘tornegko 0, =ZmR?
zépponti tengely P 5
| z . = 1
Kocka ) a be}rmely.tomegko 0, - 4 v
a zépponti tengely k&
. R
Abroncs, gytrid \ 2) | szimmetria tengely Oy, =m ‘R®
¢ p a radra merdleges, 1
Vékony rud 7 | arad végén dtmend O==ml’
tengely s
—— a rudra merdleges, 1
Vékony rud — |2 rud kézéppontjan Oy, =——ml ’
atmend tengely L2

Perdiilet és perdiiletmegmaradas

Az m tomegi tomegpont tengelyre vonatkoztatott per- I
diiletén (impulzusnyomatékan) értjik a lendiiletvektor
(impulzusvektor, I = m - v) nagysaganak és a lenduletvek-
tor karjanak (r) a szorzatit. A perdiilet elGjeles skalaris
fizikai mennyiség, jele: N.

N=Il-r=m-v-r=m-r-@-r=@-m-r-.

N eléjele pozitiv, ha a tomegpont a tengely iranyabol néz- Korong forgdsa
ve az Oramutaté jardsival ellentétes értelemben forog.
kg-m’

A perdiilet mértékegysége: [N]|= =J-s.
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Merev test perdillete megegyezik az 6t alkoté tomegpontok tengelyre vonatkoz-
tatott perdiileteinek dsszegével:

N=3N,=%0-m, -r'=0-m, -1’ =©-0.
A perdiilet a forgasallapot dinamikai jellemzdje.

Egy test perdiilete csak mas testek hatdséra valtozik meg. A perdiiletmegma-
radas torvénye kimondja, hogy a magdra hagyott test perdiilete allandé. Ha a
testre hat6 er6k forgatényomatékainak 6sszege nulla, akkor a perdilet megvalto-

zdsa is nulla, a perdiilet dllandé. Ha £M, = M =0, akkor gﬂ =0, és N =allandé.
t
Ekkor, mivel N = édllandé, igy a @-© szorzat is 4llandé.

A perdiletmegmaradds torvényét jol lehet szem-
1éltetni a megfelel6en csapagyazott forgdzsamo-
lyon 4ll6 személlyel. Ha a forgézsamolyt kis sz6g-

sebességgel (®,) megforgatjuk, és a személy nem %\ &/ﬂ/i“\li\/
valtoztatja meg testtartasat (tehetetlenségi nyo- xﬁ I/LHE
matéka legyen ekkor @,), akkor a forgézsamolya 2 , -, i)
surlédds miatt fokozatosan lelassul. Ha a sze- JL T I

mély széttarja a két karjat (tehetetlenségi nyo- % %’
matéka megné, ©, > O,), forgisa hirtelen lelassul Aperdilletmegmarads szemléltetése

(a szogsebesség csokken, w, < ®,). Ha vissza-

htzza a személy a karjait a kiindul6 helyzetnek megfeleléen, akkor visszanyeri
eredeti forgdsi szogsebességét. Fennall tehit, hogy O, w,=0,- »,. Ha tehat no-
vekszik a tehetetlenségi nyomaték, ugyanilyen aranyban cs6kken a szogsebesség.

Egy bolygora jé kozelitéssel csak a Nap
gravitaciés vonzasa hat. Ez az er6 ugy-
nevezett centrdlis erd: mindig egy
adott O pont (a Nap témegkozéppont-
ja) felé mutat. Emiatt a bolygéra hatd
forgatényomaték nulla, és igy a bolygd
perdiilete dllandd, azaz N =éllandd. Az
abran bejeloltik azt a teriiletet, ame-
lyet a bolygéhoz huzott vezérsugar egy
rogzitett At id6 alatt ,sarol”. Kis At Bolyg6 mozgdsa a Nap korill
esetén a teriilet j6 kozelitéssel a haromszog teriilete. A At id6 alatt surolt te-
rillet aranyos a perdiilettel, igy azzal egyiitt id6ben allandé. Ez éppen Kepler II.
torvénye, amely az egyes bolygékra vonatkoz6 perdiilletmegmaradas kovetkez-
ménye. Az egész Naprendszerre is érvényes a perdiletmegmaradas térvénye,
hiszen a sajattengely koriili forgdsat nem befolyasoljak a kiilsé er6k. A Naprend-
szer kialakuldsdban a gravitdciés 6sszehuzé erSknek és az Gsszperdiletet ,meg-
6rz6”, a bolygék kisodrédasat célzé tehetetlenségi (centrifugilis) erék egyen-
sulyanak volt meghatarozé szerepe. A mereven forgd test pontjai perdiletének

As =vAt
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megvaltozdsa és a testre hat6 forgatényomaték kozott 6sszefuggést talalhatunk:

2 vV
w_aeo) )
At At At
(Ha a tomegpont a tengelytél dllandé tavolsagban marad, akkor csak a szogsebes-
ség valtozhat meg).

Az egész test perdiilletének megvaltozasat megkapjuk, ha a témegpontjai perdi-

letének valtozésait 6sszegezziik: Z AANt = z M, =M.
t
Fenndll, hogy M=ﬂ _y AN, =0 Ao =0-p.
At At At

Az M= ZMl. =0 [ osszefiiggés a forgomozgas dinamikai alapegyenlete.
Ennek az 6sszefuggésnek a dinamika alapegyenletével (ZF =m- a) valé hason-

l6saga alapjan a tehetetlenségi nyomatéknak szemléletes jelentést tulajdonitha-
tunk. A tehetetlenségi nyomaték az un. forgdsi tehetetlenség mértéke. Annak a
testnek nagyobb a forgasi tehetetlensége, a tehetetlenségi nyomatéka, amelyik-
nél ugyanakkora forgatényomaték kisebb széggyorsuldst eredményez.

A formai hasonlésag szemléletes kapcsolatot ad a haladé és a forgémozgas jel-
lemz6 mennyiségei kozott. A megfeleltetés alapja az, hogy az m témegnek a ©
tehetetlenségi nyomatékot, a v sebességnek az m szogsebességet feleltetjitk meg.

Halad6 mozgas Forgé mozgas
ut s szogelfordulas [7)
a As . . Aa
sebesség v=— szogsebesség 0=—
At At
gyorsulds GI= Av széggyorsulds H= Ao
At At
N - tehetetlenségi ,
S nyomaték 0= me "
erd F=m-a forgatényomaték M=0-8
il & o perdiilet, B
lenddlet, impulzus I=m-v T N=0-o
munka W=F-s munka W=M-«a
- . 1, . . 1 ,
mozgasi energia E ==-mwv forgasi energia E ==-0-0
2 2
teljesitmény P=F.v teljesitmény P=M-o
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A merev test sikmozgasa oOsszeteheté
egy halado és egy forgé mozgasbél. Az
a) dbranak megfelel6 mozgas egy korpalya
menti halad6 mozgas, mig a b) dbra egy ha-
lad6 és egy forgd mozgasbdl 6sszetett moz-
gast abrazol. Az utébbi mozgastipusba tar-

tozik a Hold Fold koriili mozgasa is. a) Halads mozgds korpdlydn, b) halads és forgo
mozgds dsszetétele

Tanulsdgos megnézni a vizszintes sikon
csiszdsmentesen és egyenletesen gérdiild,
R sugart kerék esetét. A csuszasmentes gordiilés azt jelenti, hogy a keréknek
éppen a talajjal érintkez6 pontjainak a talajhoz viszonyitott sebessége nulla.

A haladé és forgé mozgast is végzd kerék

minden keriileti pontjanak a sebessége v,V
vektorosan Osszegzédik a haladé mozgas
(a tengely) v sebességébdl és az adott pont
keriileti sebességébdl. A talajjal érintkezd
pontok sebessége akkor nulla (tehat akkor N\ /Y kXN ‘
csuszdsmentes a gordiilés), ha a keriileti se- Ve Wy

besség éppen akkora, mint a haladé mozgas Tisatdn gordills test kerdileti ”‘;:;Z’S';Z’;
sebessége. (Megjegyzés: ilyenkor a kerék

legf6lsé pontjanak a sebessége a haladé mozgas sebességének éppen kétszerese.)

Ekkor a kerék tomegkozéppontjdnak megtett utja, és a kerék kdrmozgast végzé
pontjainak szogelforduldsa kozotti 6sszefliggés:

s=R-p.
A kerék szogsebessége és a kozéppont sebessége kozotti kapesolat:
v=R-o.

A kerék (kertleti) gyorsuldsa és a szoggyorsuldsa kozott ugyancsak a kerék R su-
gara teremt kapcsolatot:

a=R-p.

NItoGRE.
i
DIMOSTRAZIONT
A I

©® MOZGASFAJTAK

A mechanika, ezen belil a mozgastan (kine-
matika) megalapozasa Galileo Galilei (1564-
1642) italiai tudds nevéhez kothetd.

E,rec/l,mefly/elt az 1638-ban megjelent Discorsi o) Galileo Galilet (1564-1642) és a
cimd muvében irta le. b) Discorsi boritdja
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