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B HaLmazok

1.1. A halmaz mint alapfogalom

A halmaz és annak eleme a matematikdban alapfogalmak, azaz
nem definidljuk éket. Akkor mondhatjuk, hogy adott tulajdonsagt
dolgok egyiittese, 6sszessége halmaz, ha el tudjuk dénteni, hogy
minden elemére teljesiil-e az adott tulajdonsag, vagy sem. Ha egy
dologra all a halmazt definialé tulajdonsag, akkor azt mondjuk,
hogy az a halmaz eleme.

Jeldlje az A halmaz Magyarorszag jelenlegi megyeszék-
helyeit! Ennek a 19 elem{i halmaznak Kaposvar eleme, Szentes

azonban nem.
Jelolése: Kaposvar € 4, illetve Szentes ¢ A.

1.2. Halmazok megadasa

Egy halmazt tobbféleképpen is megadhatunk:

m Elemeinek felsorolasaval.

Minden elemet kapcsos zarojel kozott sorolunk fel pontosan egy-
szer.

A-{1:2:34]
B={2;4;6;8;10;...}
m A halmazt definialé tulajdonsag megadasaval.

C= {10-nél kisebb egész szémok} ezt ugy is irhatjuk,
hogy egy vonal mogé irjuk a feltételt: C= {x‘x <10ésxe Z}.
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Két halmazt egyenlének neveziink, ha ugyanazokat
az elemeket tartalmazzak.

Példa:
A={5,10;15;20;25;...}

B= {5 -tel oszthat6 pozitiv egész szamok}
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1.3. Halmazok abrazolasa

A halmazokat Venn-diagrammal
abrazolhatjuk.

:

A={1;2;3;4} és B={3;4;5}

1.4. Véges és végtelen halmazok
Ha egy halmaznak nincs eleme, akkor azt iires hal-

maznak nevezzilk. Jelélése: & vagy { }.

Vigyazat! A két jel6lés nem Gsszemoshatd. A {@} jelolés az lires
halmazt tartalmazé (tehat egyelemi) halmazt jel6li.

Ha egy halmaznak véges sok eleme van (tehat eleme-
inek szama egy természetes szammal megadhatd), akkor véges
halmaznak nevezziik.

Ha egy halmaz elemeinek szdma nem adhaté meg
egy természetes szammal, akkor azt a halmazt végtelen halmaz-

nak nevezziik.
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T Ha egy végtelen halmaz elemei kélcsondsen egyér-

telmi megfeleltetésbe hozhatok a természetes szamok halmaza-
nak elemeivel, akkor a halmazt megszamlalhatéan végtelennek
nevezziik.

Az egész szamok halmaza megszamlalhat6an végtelen.

Ha egy halmaz elemei kolcsondsen egyértelmt meg-

feleltetésbe hozhaték a valés szdmok halmazanak elemeivel, ak-
kor az adott halmazt kontinuum végtelennek nevezzik.

Egy adott e egyenes pontjainak halmaza.

1.5. Részhalmazok

Ha egy A halmaz minden eleme B halmaznak

is eleme, akkor az A-t a B részhalmazanak nevezzik. Jelolése:
AcCB.

A definiciébdl adodéan minden A halmazra igaz, hogy
AcCA,
A

A halmaz B halmaz valédi részhalmaza, ha A min-

den eleme B halmaznak is eleme, de B nem egyenl6 A-val. Jelo-
lése: AcB.

{a;b;c;d} c {a magyar abécé betﬁi}

Két halmaz akkor és csakis akkor egyenld, ha egymas
részhalmazai, azazha Ac B és Bc A.

Egy n elemii halmaznak 2" darab részhalmaza van.
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1.6. Miiveletek halmazokkal

Két halmaz metszete (vagy kézos része)

[Definici6: | Az A ¢és B .
halmazok metszetének
azon elemek halmazat
nevezziik, amelyek A és
B halmaznak is elemei.
Jelolése: AN B.

Vagyis:

AmB={x‘xeA ésxeB}.

B

A metszet tulajdonsagai (barmely 4, B és C halmaz esetén):
1. kommutativ mivelet, azaz AnB=BN A4,

2. asszociativ miivelet, azaz An(BNC)=(ANB)NC,

3. AnA=A,

4. ONA=D.

Két halmaz unidja (vagy egyesitése)

Az A és B
halmazok uniéjanak azon
elemek halmazat nevez-
ziik, amelyek A-nak vagy
B-nek elemei. Jelolése:
AUB.

Vagyis:
AuB={x‘xeAvagyx eB}.
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Az uni6 tulajdonsagai (barmely A, B és C halmaz esetén):

1. kommutativ mivelet, azaz AUB=BUA,

2. asszociativ miivelet, azaz AU(BUC)=(AUB)UC,

3. AUA=A,

4. JUA=A,

5. a metszet az uniéra nézve, illetve az unié a metszetre néz-
ve disztributiy, azaz (AUB)NC=(ANC)U(BNC), illetve
(AnB)uC=(AuC)n(BUC).

Két halmaz kiilonbsége (vagy differencidja)

[Definicit: Az 4 é5
halmazok kiilonbségé-
nek nevezziik azon ele-
mek halmazat, amelyek
A-nak elemei, de B-nek
nem elemei. Jelolése:
A\ B.

Vagyis:

A\B:{X‘XEA éSX%B}.

A kiilonbség tulajdonsagai:

1.nem kommutativ, azaz van olyan A és B halmaz, hogy
A\B#B\ A,

2.nem asszociativ, azaz van olyan A, B és C halmaz, hogy

(A\B)\C=A\(B\C),
3. A\A=0,
4. A\ND=A4, barmely A halmaz esetén.
5. O\A=0,
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Két halmaz szimmetrikus differencidaja

Az A és B halmazok szimmetrikus differencidja az

a halmaz, amely tartalmazza A és B nem kozos elemeit és csak
azokat. Jelolése: AAB.

Vagyis: AAB=(AUB)\(AnB)=(A\B)U(B\A)
A szimmetrikus differencia tulajdonséagai (barmely 4, B és C hal-

maz esetén):
1. kommutativ, azaz AAB=BAA,

2. asszociativ, azaz (AAB)AC=AA(BAC),
3. AAD=A,
4. AANA=0.

Két halmaz Descartes-féle (vagy direkt) szorzata

| Definici6: |Az A és B halmazok Descartes-féle szorzatan azon
rendezett elemparoknak a halmazat értjiik, amelyek els6 kompo-
nense A, masodik komponense B eleme.Jelolése: Ax B (kiolvas-
va: A kereszt B”),

vagyis: AxB= {(x;y)‘x €lésye B}.

A Descartes-féle szorzat tulajdonsagai:

1. nem kommutativ, azaz van olyan A és B halmaz, hogy
AxB#BxA,

2. nem asszociatlv, azaz van olyan A, B és C halmaz, hogy
(AxB)xC#Ax(BxC).
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Komplementer (vagy kiegészité) halmaz

Legyen U
az alaphalmaz, s ennek
A valamely részhalma-
za! Az A komplementer
halmaza tartalmazza U
azon elemeit, és csak
azokat, amelyek A-nak
nem elemei. Jelolése: A4,
vagyis:
A7={x|eréserA}.

A komplementer tulajdonsagai
Jeldlje U az alaphalmazt és legyen A  U!

1.U=0,

:nu @\
I

2. @=U,
3. A=A
U={1:2:3;4,56:7:8], A={1,2,3;45} és B={2;4;6;8}
ANB={2;4};

AU B={1;2;3;4;5;6;8};

A\B={1;3;5;};

B\A:{6;8};

AAB={1;3;56;8};

Z={6;7;8};
ExB:{(6;2);(6;4);(6;6);(6;8);(7;2);(7;4);(7.‘6);(7.‘3);(3;2);
(8:4):(3:6)1(8:3)}
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1.7. Nevezetes szamhalmazok

Természetes szamok halmaza: N={0;1;2;3;...}.
Egész szamok halmaza: Z={...;-3;-2-1;0;1;2;3;.. }

Racionadlis szdmok halmaza: Q ={B ‘ D, qeZ ésq+ 0}, azaz
q

olyan szamok halmaza, amelyek felirhatok két egész szam hanya-
dosaként. | R]
Irracionélis szdmok hal-
maza: Q¥ azaz olyan
szamok halmaza, ame-
lyek nem irhatok fel két
egész szam hanyadosa-
ként.

Val6s szamok halmaza: 025

3
R=QuUQ*. 2 Q"]

1.8. Intervallumok

Legyen a<b! Az [a;b] balrél és jobbrdl zart in-
tervallum az a-ndl nagyobb vagy egyenl6 és a b-nél kisebb vagy

egyenl6 val6s szamokat jeloli.
Vagyis: [a;b] = {x‘a <x<bésxe R}

Nyitottnak nevezziik az intervallumot valamelyik vé-

gérol, ha a végpont nem eleme az intervallumnak.

]a;b]={x‘a<x£bésxeR}

]a;b[={x‘a<x<bésxeR}
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 Definicié: |Az [@;0[ intervallum jel6li valamennyi a-ndl nagyobb

vagy egyenld szamot. Az intervallum a co-nél mindig nyitott.
Ha egy intervallumot szamegyenesen abrazolunk, akkor a zart vé-
gét teli, a nyitott végét lires karikaval jeloljiik.

O Oo—>
10— 21 3 14 =D 1 011 23 4
]-14] [0:3]
—O 5 5 o————+> O 5 5 e O—»
=211 011 2 13 -3 -2 -1 0 1

-21] =1

Mivel az intervallumok szamhalmazokat jeldlnek, igy a halmaz-
miiveletek elvégezhetbek rajtuk.

J2aluf3e]=] 2]
[3;oo[m]—oo;6[=[3;6[
[2;10[ \[5:15] =[2;5]

1.9. Az alapmiiveletek elvégezhetdsége a nevezetes
szamhalmazokon

Egy halmaz egy adott miiveletre nézve zart, ha az

adott miiveletet a halmaz barmely elemeivel végezve, eredményiil
a halmazba tartoz6 elemet kapunk. Ha az eredmény nem mindig
eleme az adott halmaznak, akkor a miivelet kivezet a halmazbdl,
vagy a halmaz az adott m{iveletre nézve nyitott.
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Harom alapmiivelet a nevezetes szamhalmazokon:

|~ ]z ] o | o | r |

Osszeadas zart zart zart nyitott zart
Kivonas nyitott zart zart nyitott zart
Szorzas zart zart zart nyitott zart

1.10. Halmazok szamossaga

Egy véges halmaz elemeinek szdmat a halmaz sza-

mossaganak nevezziik. Jelélése: |A].
Ha A= {a;b;c;d;e}, akkor ‘A‘ =5.

Vigyazat! Mivel a véges halmazok szdmossaga egy konkrét nem
negativ egész szam, ezért ezt nem tessziik kapcsos zaréjelbe.

Két halmaz szamossaga megegyezik, ha elemei kozott
kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés hozhat6 létre.

Legyen A a pozi-

tiv egész szamok, B a 10-zel
oszthaté pozitiv egész sza-
mok halmaza. Ekkor barmely
n € A-nak megfeleltethetjiik a
B halmaz 10n elemét. Mivel
a két halmaz elemei kozott
létesithetd kolcsonodsen egy-
értelm hozzéarendelés, igy
szamossaguk  megegyezik,
azaz ‘A‘:‘B‘.
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7~ | Definici6: | A természetes szamok halmazanak szamossagat a

héber abécé elsd betiijével és 0 als6 indexszel, azaz N-lal (ol-
vasd: alef null) jeloljiik.

=f0l=%,

1.11. Logikai szita

Barmely két halmazra: ‘AUB‘ :‘A‘+‘B‘—‘AK\B‘.

Egy osztalyban 25 tanul6 a francia, 20 az angol, 10 mind-
két nyelvet tanulja. Minden didk tanulja a két fenti nyelv egyikét.
Hényan jarnak az osztalyba?

Az osztaly létszdma 25+20—10=35.
Barmely harom halmazra:
|[AUBUC|=
=|A|+|B|+|c|-|A~B|-|AnC]|-
-|BAC|+|AnBAC|
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